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Vorwort. 



XJb wird im Folgenden eine Daretellung der Näherunga- 
verthe von Kettenbrüchen TermittelBt Determinanten gegeben, 
welche, wenn auch schon mehrfach angedeutet, doch wohl hier 
zuerst in systematischer Form erscheint. Insbesondre wsrd 
Gewicht gelegt auf die kritische Darstellung der mannigfaltigen 
Siteren und neueren Tersuche, die independente DarstelluDg 
der NähemDgBwerthe zu ermöglichen. Denn die Geschichte der 
Mathematik wird am -meisten gefördert durch eine derartige 
gesonderte Bearbeitung einzelner Partien der Wissenschaft; die 
geschichtlichen Arbeiten von Todhuoter über die Wahrschein- 
lichkeits-, von Giessel ober die Variationsrechnung, yon M. 
Cantor und Friedlein über die Zahlzeichen, von Cherbu- 
liez über gewisse Theile der mathematischen Physik, legen 
hiefür beredti's Zeugniss ab. Gehört das vorliegende Problem 
auch durchaus nicht zu den wichtigsten, so ist seine genaue 
historische Bearbeitung doch besonders deshalb von Interesse, 
weil sich Gelegenheit bietet, die immerhin merkwürdige com- 
binatorische Analysis in den Bereich der Betrachtung zu ziehen. 

Die wahre Fruchtbarkeit dieser neuen Darstellungsweise 
wild sich besonders im S. Kapitel erweisen, indem hier theils 
verschiedne bekannte Sätze eine bequemere Fassung und einen 
kürzeren Beweis erhalten, theils auch die Determinantentheorie 
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ehre von den Kettenbrüchen auf 
1 verwerthen geetattet. 
s wurde mir dorch da» Jahrbucli 
[athematiker Thiele denselben 
^ine Einsicht seiner Abhandlung 
Dem Referat des Jahrbuchs zu- 
n Anwendungen auf die Oeo- 
tehen, während die vorliegeude 
I analytischen Inhalts ist. 



Dr. pbU. a Günther. 
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Darstellung der Xäheruiigswertlie Ton Ketten- 
brüchen in independenter Form. 

Kapitel I. 

Vergleichende Uebersicht der bisher zu diesem 
Zwecke angewandten Methoden. 

1. Regeln zur beqaemen Darstellong und Bereclinung der 
NahemngswerUie eines Kettenbrachs gab zuerst der deutsche Mathe- 
matiker Daniel Schwellte r, ProfesBor zuÄltdorf im eraten Viertel 
dee 17. Jahrbanderts, und zwar sind diese Regeln im Weseutliehen 
ganz die noch jetzt vou uns gebrauchten. ^Nachdem Schwenter 
bei der Aufgabe"'): „Einen grossen Bruch, ao nicht aufgebebt wor- 
den mag. arithmetic^,' doch mechanic^ mit kleinern Zahlen auf allerley 
. Art auszuspreehon" zuerst die Verwandlung eines gemeinen Bruchs, 

nämlich des Bruchs ^^ in einen Eettenbruch , sodann die Anfer- 
tigung folgenden Tableana gelehrt bat, S&hrt er folgendermassen 
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fort: „Femer spricht man, einmal nnlla ist nnlla, eins dazu ist eins, 
diss Schreibt man unter eins nulla, gegen der rechten Hand. Dar- 
G&Dthei, Darstellong der Nähenutgswertlie. 1 
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man, einmal eins ist eins, nnlla dazu ist eins, dias schreibt 
r das vorige eins. Item 3 mal eins ist 3, eine so drdber 
n ist 4, diss Bcbreibt man unter die zwey eins, hernach 
at 24, and eins, ao darüber stehet, dazu ist 25, die anter- 
lan anch: Also 4 mal 25 ist 100, und 4 dazu, ist 104, 
1 104 ist 208, dazu 25, seynd 233. 

lieh macht man auch die mittlere Ordnnng, als: Einmal 
nichts, eins daza ist eins, 3 mal eins ist 3, Nalla dazn 

6 mal 3 ist 18, eins dam ist 19, und 4 mal 19 ist 76, 
a ist 79, and 2 mal 79 ist 158, nnd 19 dazn, ist 177, 
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233 



sihet man hierans, dass erstlich zu unterst der Bruch gautz 
D herauskommt, nun möchte ein Uechanicus den andern 

■auchen als t^ wäre aber dieser noch zu gross, kQnte er 

i nehmen, als — , oder den vierdten — , doch ist hierbey 
je weiter man von dem untersten hinau&teiget, je mehr 
seyend näher bey soo. als x^, und 



Zum Ezempel 



104 



25' 



als — , und so fortan, welches eine -sehr nutzliche Regul in 

aessen," Man sieht, dass hier das recurrente Gtesetz des 
ens der Zähler und Nenner eines N&herungsbmches voll- 

htig angegeben ist; selbst die Vorsetzung des Bruches -— 

bereits. 

1 Wallis*) und Huygens ^) beschäftigen sich mit der 

estimmnng der Näherungswerthe. Insbesondere ist die Barstellungs- 
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weise des erstren wichtig, weil er zuerst die Buchstaben beze ich nniig 
anwandte and den Satz 



qn an pn-l + bn qn~i 

bewies, unter ^, ?2=i, ??— resp. dennten, (n— l)tenund(n— 2)ten 
qa qn-1 qn-i 

Nähemngsbraeh des allgemeinen Eettenbrucbe verstanden. An die 

Auffindung eines independenten Gesetzes konnte damals noch nicht 

gedacht werden. 

1) Schwenter, Deliciae PhjBico-Mathematicae oder Mathemat. nod 
FhÜoBophiBche Erqnickstnnden, NOmberg 1636. S. 111. 

2) Wallis, Aiitbmetica Infinitorom. sive NoTaHethodns Inqnirendi in 
CarTilineomm Qnadrataram, aUaqae difSciliora MatheseoB Probleniata, Oionii 
1666. a 191. 

3) Hnjgens, Desoriptio Antomati Planetarii; Opnscnla Postoma, 
Hi^afr-Cotnitam 1693. S. 463. 

2. Die Lehre Ton den KettenbrOchen verdankt bekanntlich 
Enler fast Alles, was ihr im Laufe des 18. Jahrhunderts an Be- 
reicherungen za Theil wurde ; insbesondere jedoch bildete den Gegen- 
stand seiner Bemtthnngen die TTeberfllhrung nnendlich fortlaufender 
KettenbrUche in andre „unendliche Ausdrücke," Produkte und Reihen. 
Hiebei musste es nun von höchater Wichtigkeit sein, ein allgemeines 
Gesetz zu kennen, welches die Bildung jedes beliebigen Näherungs- 
bruches gestattete ohne die oft mtlhsame Berechnung aller vorher- 
gehenden. 

In der That scheint sich Euler vielfach mit diesem Gegen- 
stande beschäftigt zu haben, ohne ein gUnstiges Resultat zu erzielen 
so dass er sich zu dem Ausspruche veranlasst sah, daas „das Gesetz,, 
nach welchem der Zähler und Nenner in diesen auf die gewöhnliche 
Art ausgedruckten Brüchen aus den Buchstaben a, b, c, d, etc. 
formirt vrerden, nicht leicht zu erkennen ist *)," An dieser Stelle 
wird nur die recnrrente Berechnung der Nftherungswerthe gelehrt, 

und zwar mit ZuhtÜfenahme des Bruches — . 

Da die gewöhnlichen Bezeichnungsweisen zur Heretellung des 
gesuchten independenten Gesetzes nicht genügten, so schuf Euler 
sich einen eignen Algorithmus und stellte B&gelu auf, um mit die- 
sen Symbolen ganz wie mit andren algebraischen Zeichen rechnen 

1* 
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IS erscbeinen , dass Enler bei Eeinen 
Üramer und andren schon mehrf^h 
icht zu seinem Zwecke benutzte, son- 
m doch ziemlich nnTollkommenen com- 

•). 

sttenbrnche 

vierten Nähernngswerthes 

+ b = (b, c, d) 

+ ab + 1 = (a, b, c, d) 

3;ebeii sich unmittelbar folgende Be- 

b (tt) + 1 = b (a) + ( ) 

e {a, b) + (a) 

a (a, b, c) + (a, b) 

» (a, b, c, d) + (a, b, c) 

., b, c . . . p, q) + (a, b, c . . . p). 
Qgt man zn dem b6chBt wichtigen 



1 

nftmlich 

) = (b, a) 

) = (c, b, a) 

I = (d, e, b, a) 

) = (e, d, e, b, a) 

icum detur, sive ait directus, i 

enim modo idem 



ittelbar 

{b, c, d, etc.) + (c, d, etc.) 
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(^ b. c. d, e) _ ^ , i. , 

(b, c, d, e) *> + ~ J^ 

•^ "^ d 4 — 
« 

Auch der Werth einea nnendlichen Kettenbracbes kann in der- 
selben Weise als Quotient zweier unendlichen Symbole ausgedrückt 
werden. 

Zunächst wird nun mit Hülfe des Algorithmus der Nachweis 
geführt, daas jeder folgende Nahernngsbmch sich dem wahren Werthe 
immer mehr und mehr nähert, und hiezn ist es nöthig, den Satz zu 
beweisen 

Pi q2 — P2 qi = ± 1 

wenn pi, pa die Z&hler, qi, q-j die Nenner zweier aufeinanderfolgen- 
den Nshemngsbrttcbe sind. Der Gang des Beweises ist im wesent- 
lichen folgender: 

(a, b, c . . p, q) (b, c . . . p, q, r) — (b, c . . . p, q) (a, b, c . . . p, q, r) 
= (a, b, c . . . p, q) r (b, . . . p, q) + (a, b, c . . . p, q) (b, e . . . p) 
— (b, c . . . p, q) r (a, b, . . . p, q) — (b, c . . . p, q) (a, b, c . . . p) 
= — [(ft, b, c . . . p) (b, c . . . p, q) — (b, e . . . p) (a, b, o . . . p, q)] 

Nun ist offenbar der hier in Klammern stehende Ausdruck die 
Differenz, welche der von ans berechneten vorhergeht, wenn man die 
sSmmtlichen Differenzen, entsprechend der obigen, bildet; somit sind 
diese s&mmtlichen Differenzen, mit abwechselndem Vorzeichen, gleich. 
Nun ist 

(a) fb) - 1 (a, b) = - 1 
somit allgemein 
(a,b,c,d...m)(b,c,d...m,n)-{b,o,d...m)(a,b,c,d...m,n)=il 

Die aufeinanderfolgenden Differenzen zweier Naherungsbrüche 
lassen sieb hiemach folgendennassen darstellen 

1 (b) - 1 (b) 

(s, b) (a, b, c) _ + 1 
(b) (b, c) - (b) {b, c) 

(a, b, c) (a, b, e, d) — 1 

{b, c) "~ (b, c, d) ~ (b, c) (b, c, d) 
(a, b, c, d) (a, b, c, d, e) _ 



(b, c, d) (b, c, d, e) ~ (b, c, d) (b, c, d, e) 
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durch ein&che Addition ein Hittel, jeden 
be zu verwandelu; es ist nimlich 



1 (b) (b) (b, e) ^ (b, c) (b, e, d) 



(b, c, d) (b, 0, d, e) 
+ . . . 



(b) (b, e, d) (b,c,d)(b,c,d,e,0 



C d, e, f) (b, c, d . . h) ' 

Ableitungen werden zwar mit HUlfe des 
hgeföhrt, ohne daes derselbe jedoch in einer 
er einer bequemeren Bezeichnnngeweise anf- 
ieBS selbst, indem er sagt. „Sed misais his, 

quoniam ea jam fosins anm persecntns, per- 
lingnlarem hanun qaantitatnm algorithmnm 

. Sätze werden mit Htjlfe der symbolischen 
lings leichter gewonnen, als auf dem gewChn- 
idnktion gelangt man zu folgender Gruppe 

. y, z) — {a, b . . . y, z) (a, b . . . y) =: 
y, z) — (a, b . . . y, z) (b, , . . y) = ± 1 
.y,z)-(9,b...y,z) (c,d...j) =± (a) 
.y, z) — (a, b ... y, z) (d,e ... y) =+ (a, b) 



pezielle Fälle des folgenden Haupteatzes er- 

. . p, q, r . . . z) — (a . . . 1, m, n . . . p, q, r . . . z) . 
p) = ± (a . . . 1) (r . . . z) 
lOch eine Anweisung, derartige Formeln in 
itellen ^) '. „Enjasmodi aatem formnlae, qnot 
li modo ezhiberi possunt; snmatui tertinm 
pletnm, st omnes indices continet, absoindan- 
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tnr ab initio sapeme ii iudioea, qni primmu Tincalnm constitaant, 
tnm inferne a fine ii, qni rincnliun secnndam constitoant ; ita tarnen, 
nt in dnobos primis TincnliB omneB indicee occorrant. Tom qui locia 
sbsciBBiB utriaqne snnt yicini puncto notäitnr, indeqne facile bnjus' 
modi formnlae exhibentdr:" 

|a, b, | c, d| e, f | gjebt 
(a, b, c, d) (c, d, e, — (a, b, c, d, e, f) (c, d) = — (a) (f) 
|a, b, c, ||d, c, fj giebt 
^, b, c) (d, e, f) — (a, b, c, d, e, f) 1 = - (». b) (e, f) 
|a, b, c, [d,| e, f| giebt 
(a, b, c, d) (d, e, f) — (a, b, c, d, e, f) (d) = + (a, b) (f). 
Znm Schlosse der Abbandltmg wird noch eine Anwendung die- 
ser ^tze auf die Bestimmung der Differenzen zweier beliebiger 
NSbernngswerthe gemacht. Legt man wieder einen Eettenbruch 

" + 1+^,1 1 

•+ f + . . . 

zu Grande, so erhalt man, wenn A, B, C . , . die aufeinanderfol- 
genden Nähernngsbrildie sind, 



Üb) 
(e) 



B — E= + 

B — P = + 



(d.«) 



1(1., C) 
l(b, c, d) 

._, (ciAjL c-e=- 

— p= — 



a= 



(b) (b, e, d, e) 
(d, e, 


(b) (b, «, d, e, f) 
1 


(b, o) (b, c, d) 
(.) 


(b, c) (b, c, d, e) 
(e, f) 


(b, c) (b, c, d, ., f) 
(«, f, g) 



0>) (b, c d) (b, c) (b, c, d, e, f, 

„Qnoniam igitnr in doetrina de fractionibus continnis, cuiiu 
jam aliquot specimina edidi, btijns genaris nnmeri per indices fbr- 
mati totnm negotium con£cinnt: algorithmi eorum speciee, quam iiic 
ezpoBui, nee non insignea comparationes ^entae , non exi^um prae- 
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umento überlas ezcolendo, nnde has anim- 
tnras esse confido" *). 

ochene Hoffnung Euler'a gieng nicht in 
bedient« sich seines Atgorithmas nnr noch 
90sang eines Probleme der nnbestimmten 
sieb später noch vielfach mit den Ketten- 
ie gleichzeitigen Mathematiker scheinen sich 
n nar wenig verwendbaren Recbnnngsme- 
; Daniel Bernoalli 1°) tadelt besonders 
:r nicht den allgemeinen Kettenbrach 



ommen habe. Mit Recht sagt Hinden- 
sich mehrere solche besondere Algorithmen 
'ormeln für andere Aufgaben, wo es Schwie- 
isultate aus den gegebenen Grössen ohne 

gedenken. Wollte man aher auch der- 
wtirden sie immer als ieollrte, nicht aus 
Quelle fliessende Formeln und Vorschriften, 
,Bt fallen, und doch insgesamt ab einzelne 
imen eines weit ausgehreiteten Calculs sich 
Jich in den nnermessliehen Ocean combina- 

ergiessen. < 

ang in die ADaljsia des Unendlichen, deutsch von 
1. Buch, 8. 387. 

irithmi Singulftria, Novi Comnientarii Acad. Soient. 
:X, 1764. 8. 53. 



. novi Algorithmi, Novi Conunentarü Acad, Sdent. 

a, 1766. S. 28. 

)e fractionibns coatinuis, ibid. Tom. XX, 177S. 

[ehreie grosse Mathematiker sind der Erfindnng 
itionen ganz nahe gewesen, Archiv der reinen nnd 
leiprig 1795. 1. Bd. 8. 836. 
^nthttmliche Anwendung hat dieser Enlar'ache 
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Algoiittunng in nenerer Zeit b«I Lejeane-DiriohletiS] gefunden, 
welcher vennittelst deaaelben einige auf KettenbrOehe bezQg'liche Sätze 
beweist 

12) Lejenne-DiTicblet, Vorleaangen über ZahJentbeorie, beraosge-' 
geben von Bedekind, BraonBchweig 1863. 8, 49. 

3, In Enler's „Algorithmus" war bereits unzweidentig auB- 
gesprocben, dase nur die Combinatorik den SchlllBael zur Auffindung 
eines independenten Gesetzes gewahren könne, und in der That sind 
alle Versuche, welche gleichzeitige and spätere Mathematikei- zu die- 
sem Zwecke machten, auf combinatorische Regeln gegründet. Nach 
Hindenbnrg's Bemerkung hat Frisi '^ eine derartige combina- 
torische Involution gefunden. 

Auch Lambert, welcher zuerst die Lehre von den Eetten- 
brQchen zusammenstellte, beschäftigte sich viel mit diesem Gegen- 
stände. Er geht von dem Bruche 

J- 1 

'+-r+ ... 

aus '4) und stellt zunächst, ähnlich wie Schwenter (s. o. 1.) die 
Zähler und Nenner der aufeinanderfolgenden Näherungswerthe in 
einer Tabelle zusammen. 



B [1 . 


D 


b 

a 



1 
b 
bo + 1 


ab + 1 

»bc + c + a 



Seine Begel zur recurrenten Berechnung der Näherungswertbe 
etimmt natürlich ganz mit derjenigen Euler's ttberein. Nach Hin- 
denbnrg's Ansicht *'>) hätte es nur der Erweiterung obigen Schemas 
auf einige weitere Glieder bedurft, um deutlich eine combinatorische 
Involution hervortreten zu sehen. Geht man von dem allgemeinen 
Kettenbruche 



A-l- 



T+^. 



mt jenes Tableau folgende Gestalt an : 
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1 c 


D 


-A 




--=C:) 




-(tv + A, 


b + (I 


-e;r;]-^^« 


[rl^^» 


-(tr) 


~bcd' , 


-bcd- 


+'m 


-!(") 


bode 

biJ. 
bee 


rcde-l 

tÄU Je 

LoJ 


bcde 

rde reden 

bJ. +(! de 1 
bce Lc«J 



uch aus diesem Schema leitet Hindonbnrg (a. a. 0. 8.329) 
combinatoriscben Zeichen ansgedtttckte, allerdings aber dnrch- 
bt eigentlich independente Formel ab. 

mstlicher als Lambert bemühte sich Daniel Bernoalli 
). 8. 24 etc.) mit Auffindung eines independenten OeeetzeB. 
h schon ans der oben angeführten Aeussemng über Buler'e 
en erwarten lässt, legt er den allgemeinen Kettenbruch zn 
Jedoch scheint anch er an der Möglichkeit eines im eigent- 
linne independenten Gesetzes verzweifelt zn haben, denn er be- 
t sich lediglich mit der Vervollkommang und Vereinfachung der 
■Stellung der Nftherungswerthe bisher angewandten Methoden. 

ide Nähemngswerthe, nnd 



nan den hierauf folgenden -^, wenn i 



. den Kettenbmch 



I „Index" — abbricht, so ist 

R_ _ Fy + Mf 

8 ~" Qy + Nf 
ernonlli betrachtet es nun als eine wesentliche Erleichte- 
praestantissimum compendium") des gewöhnlichen Verfahrens, 
in nunmehr blgs die zusammengehörigen Glieder aas den 
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beiden vorhergehenden WerÜien abznechreiben nnd ihnen die Bnch- 
ataben f nnd ^ beiznfOgeti brancht. 

Hindenbarg (a. a. 0. 8. 333) snobt anch hier wiederum 
uachzQweiaen, dass ein „hlosBer Znfoll, ein schmaleB Blatt Papier, 
daa die Oomplexionen nicht neben einander feesen boimte, bBtte ver- 
anlassen kSnnen, die Oomplexionen, anch nnr eines einzigen Werthea, 
z. B. des 5teii, in ibrer Ordnnng nicht neben, sondern unter einan- 
der zu schreiben : eo hatten sieb ihm, da die einzelnen Complei 
bereits gut geordnet waren, die Involutionen 

für Zähler und fOr Nenner 

a c I (f e 
a Ja d I * 



\9\r\9 e 

b 1 y U c 

a c I «J e 

a ß A e 

b d , 

a ß Y ^ 

b y e 

B c e 



des 5ten und aller vorhergehenden, nnd so anch das Fortgangagesetz 
fOr die folgenden Werthe auf einmal vor Augen gestellt, imd er 
würde sie, und ihre Wichtigkeit, auch ohne eingeschriebene Winkel, 
wohl nicht übersehen und verkannt haben." 

13) Pauli Frieii opera, Mediolani 1782. Tom. I. S. 38. 

14) Eindenborg, a. a. 0. 8. 822. 

15) Lambert, Beiträge zmu Gel»anebe der Hathematilc mid deren 
Änwendong, Serlm 17«fi— 1772. 2. TheiL 1. AbBchnitt. IIL ÄbtheUnng. 

4. Wir kommen nunmehr zn der Periode der eigentlich so 
genannten combinatorischen AnalTsis. Alle bisher ai^efOhrten Ua- 
tbematiker hatten sich bereits eombtnatorischer Symbole nnd Dor- 
BtellnngBweiBen bedient; da jedoch die für dieselben gtUtigen Gesetze 
eine systematische Bearbeitung noch nicht erfahren hatten, eo konnten 
auch die bezUglichen Bemflhnngen keinen besondren Erfolg haben. 
Dagegen war es einer der ersten Gedanken Hindenbnrg'a, die 
Kraft seiner nenen Analysis an dem bisher ao unzugänglichen 
Probleme zu prüfen, nnd in der That gelang es ihm bald, Besultate 
zu verCfientlicben '^. Später hat er die Lehre von den Nfthemngs- 
werthen in einer grtleseren Abhandlung beai'beitet. 
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combinatorische Involation" ist im Sinne Hindea- 
n Verfahren, vermittelst dessen nflir jede ausser der 
irderta Glieder, CoSfficienten oder Werthe, die Anord- 
gebenen QrOssen, dnrch Ziffern oder andre Zeichen za 
, so getroffen wird, dass in dem Ausdrucke dafHr nichta 
enthalten ist, was zn dem geforderten Qliede nicht 
ich aber alle Torhergehende Glieder, wie sie, in nnd 
er liegend, die folgenden bestimmen, anfa kltlrste und 
it vor Augen li^en." Ein Winkelhaken trennt je zwei 
Igende Glieder. 

larakter der stets mit Symbolen operirenden H i n d e n- 
^nalysis gemäss wird der allgemeine Kettenbruch in der 

^ 4 + . . . 
die Zahlen nichts andres, als die in der neueren ma- 
Bezeichnungswaise ablieben Indices sind £s wird diess 
les Schema angedeutet: 



(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 . . A 
0, a, 6, b, c, c, b, d . . ./ 



Ordnungszahlen" 1, 2, 3 . . . sind in der damaligen 
ise „Lokalzeichen Yon der einfachsten Art", indem man 
liehen damals überhaupt die Darstellang irgend eines 
IS einer Reihe beliebiger gesetzmSssig fortlaufender Aui- 
ttelst eines Symboles verstand, dem znm Nachweis der 
in der betreffende Ausdruck in jener Belhe einnahm, 
ligeschrieben war. 

lachst das recurrente Gesetz bequemer auszudrücken, 
ler der KKhenmgswerthe mit den grossen Buchstaben 
1, die Nenner mit den grossen Buchstaben des lateini- 
ets bezeichnet, ee ist dann 

_1 —2 
n _ _ Sn2n + SR(2n-l) 

N 2n + N (2n-l) 
— 2 keine wirklichen, sondern sogenannte, „Distanz- 
bedeaten. Nunmehr ist bereit« folgende Aufgabe gelOst 
. 0. S. 31): „Zwo GUeder P, Q, oder ihre Werthe 
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A, B aeyen als Anfangsglieder (oder Uberhaiipt als zwey unmittelbar 
auf einander folgende Glieder) einer Beihe gegeben. Die Summe 
der Produkte, des zweyten Werthes SS in einen Faktor c und des 
ersten 31 in c, sollen den folgenden Wertb ß, und die Summe zwoer 
ähnlichen Produkte, des neugefundenen Werthes £ in d, and des 
zweiten SS in b, den nächstfolgenden Werth 1), und dos fortgesetzte 
ähnliche Verfahren, den weiter folgenden Werth £ u. s. w. alle 
übrige Werthe. Man soll den Erfolg dieses Verfahrens in einer 
combinatorischen Involution (1) in Buchstaben und Ziffern, nach 
dem Zeiger 



\a a 



8 9 10 . 



angeben." Hieraus ergiebt sich im obigen Falle 



Erstrer Ausdruck giebt den Zahler, letztrer den Kenner. 

Betrachtet man die hier vorliegende LCsung unsres Problems, 
so ist erstens ersichtlich, dass die Benützung der Lokalzeichen auch 
nicht den geringsten Vortheil bringt; dass vielmehr die bei jeder 
wirklichen, nicht blos fingirten Berechnung unumgänglich nothwen- 
dige Umsetzung derselben in Buchstaben-, resp. Zahlenausdrflcke eine 
völlig zwecklose Umständlichkeit im Gefolge hat. Aber auch ausser- 
dem ist die Bildung der Involutionen nichts weniger als dnrchsicfatig, 
und die von Hindenburg oben angefahrte Aeusserung Über En- 
ler's Verfahren dürfte wohl auch l\ir das seinige gelten. 

Eine zweit« ÄufiÖBung Hindenburg'a trifft im Wesentlichen 
mit der vorigen zusammen, nur daas lediglich die Z&bler indepen- 
dent hergestellt, die Nenner hingegen aas diesen abgeleitet werden. 
„Man mache," heisst es '^ „die Involution ;■ für den Zähler, wie 
in Vlll) ; ans dieser leit« man die Involution d iüi den Kenner her, 
indem man (wie in II) flberali in den Complexionen, 
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■wo im Zahler steht 1 . 4 und 1 . 5 

für den Nenner setzt: (2 . 4 + 3) „ 2.5 
ige Faktoren aber der Compleiionen des Zahlers y, auch fQr 
iner d onver&ndert beibehält." Offenbar steht diese Methode 
er vorigen bedeutend nach. 

ich geringren Anspruch anf wirkliche Independenz kann fol- 
Veriahren machen. Da die Complexionen des Zahlers stets 
4, die des Nenners mit 1 . 5 beginnen, so ditlckt man jene 
en dnrch 1.4®, diese durch 1.57 ans, und erhalt so 
I „geschmeidige oombinatorische Formel" 

_ 1 . 4 @ + 1 ■ 5 .g 

'™ ~ C2 - 4 + 3) © + 2 . 5 2 
nerhin scheint der Autor gefllhlt zu haben, dass diese drei 
:n durchaus noch keine genügende LOenng des gestellten 
lb seien ; er giebt deshalb noch eine „vierte allgemeinste Auf- 
Zerlegung des Zählers und Nenners in Faktoren aller Art." 
hier wiederum von der schon firUher angegebenen Involntion 
Iche er in einer Übersichtlicheren und anschaulicheren Weise 
m lehrt. Behalt man die früheren Bezeichnungen bei, so ist 
! Werth U = 1.4@ + 1.5 2, und ebenso M-» = l . 4 
I . 5 2'~', „wo also die Complesionen bis auf 2m und 
1 für © und S, und bis auf 2m — 2 und 2m — 3 für ©-' 
' müssen entwickelt werden. Das giebt also den nten Werth 
ichs nicht blos aus den beyden letzten (n — l)ten und 
iten, sondern allgemeiner vermittelst des mten und (m — l)ten 
d. i." 

[1 . 4 © + 1 . 5 2] . [2m + 2] 8 



([1 . 4 © + 1 . 5 2] . [2m + 2] 8 \ 

+ [1 . 4 © + 1 . 5 2] . [2m + 1] . [2m + 4] S/ 

" / [(2 . 4 + 3) © 4- 2 . 5 Z] . [2m + 2] S ■ \ 

\+[(2.4 + 3) ©+2.5 2].[2m + l].[2m + 4]S/ 



[(2.4 + 3) © 4- 2 . 5 Z] . [2m + 2] S 
—1 —1 

f[(2.4 + 3) ©+ 2.5 2].[2mH 

nter [*] S, [S] S . . . [2m] S versteht man jene Faktoren 
;en Involution, welche 4, 6, ... 2m an der Spitze haben 
l^esondert werden können. Selbst verstAndlich sind alle In 
•'ormel vorkommende Zahlen ansechliesslich Lokalzeichen, 
anz abgesehen von der anch wieder ganz nutzlosen Anwendung 
wirklichen Yerwendtings&Ue doch unbrauchbaren Lokalzeichen 



Digiizedby Google 



15 

Treist dieses Verfahren zwei bedenteude Nachtheile auf. Einmal nlLm- 
lich ist dazu vorerst die Bildung jener eombinatorischen InTolntion 
nüthig, sodann werden Zahler und Nenner nicht anf rollst&iidig un- 
abhängige Weise gebildet, sondern der letztre aus dem erstren ab- 
geleitet — ein Verfahren, welclies der Ällgenteinheit bedeutenden 
Eirtirag thnt. 

Hindenbnrg wendet seine Methode auf die DarsteUang des 
in Lokakaichen ausgedruckten allgemeisen Eettenbruch^ 

an. Geht man von der Formel 

1 . 4 @ + 1 . 5 2 



(2. 4 + 3) ©4-2.55 

aus und bildet die Involntion, so ergiebt sich 

© = 6.8.10-f6.9 

2 z= 8 . 10 + 9 

also, wenn mau mit den Symbolen wie mit Zahlen rechnet, 

® = 396 

S = Zi 

nnd hieraus 

e 27 . 396 + 39 . 34 12018 
zt5 =~ — 



E "~ 43 . 396 + 52 . 34 ^ 18796 " 

In Lokalzeichen wäre sonach in der That die Aufgabe gel9st, 
allein da die Mathematik so wenig mit Lokalzeichen, als mit eombi- 
natorischen Zeichen andrer Art zu rechnen gewohnt ist, so w&re 
noch die Bttcktiber«etznng dieser Symbole in die gewöhnlichen Aoa- 
drllcke der Buchstabenrechnung erforderlich. Da eine Anweisung 
hiezu nicht ertheilt wird, so kann man auch auf Hindenburg's 
Methoden das ürtheil anwenden, welches er selbst (s. o.) Über Eu- 
le r's Algorithmus gefällt hatte. 

Hindenbnrg stellt« nicht nur selbst Unt^rsnchnngen fiber 
das Problem der NShenuigswerthe an, sondern er veranlasste auch 
verschiedene seiner Schüler, diesem Gegenstände ihre Aufmerksamkeit 
zu widmen. Man glaubte damals bekanntlich in der combinatori- 
Hchen Analysis ein üniversalmittel zur Hebung aller Schwierigkeiten 
gefanden zu haben; es entstanden die üntersochungen von Klügel 
und Pf äff aber die fotenzimng des Polynoms, bezfiglich Infiniti- 



Digiizedby Google 



16 

nome; die schon &Uher viel bearbeitete Aufgabe der Reilumimkeh' 
rang ward von Escbenbach and Bothe aurs Nene an^nom- 
men '^) niid ancb die independente Darstellimg der Naberangswertbe 
eines Eettenbruchs , zn welcher scheinbar Enler's Analyse nicht 
anagereicht hatte, wurde der Gegenstand der eitrigen Bemfibongen 
dreier junger Hathematilcer ans Hindenburg's Schule. Der eine 
derselben, der später als Astronom bekannt gewordene Burck- 
hardt, hat sein Verfahren in einer eigenen Schrift^) bekannt ge- 
macht; die Geaammtresultate ihrer Forschungen sind niedergelegt in 
Hindenburg's oben citirter Abhandlung. 

Burckhardt's Verfahren ist dem Grandgedanken nach ganz 
das seines Lehrere. Indem er von dem in Lokalzeichen geschriebe- 
nen allgemeinen Kettenbruch ausgeht, nimmt er zuerst alle geraden 
Zahlen von 4 bis 2n als „Haupt und einzige Complexion der ersten 
Classe" an, setzt hierauf in dieser Complezion für i und 6 die zwi- 
scbenfallende nngerade 3, statt € und 8 die zwischenfallende 7 und 
so weiter fort, mit Beibehaltung aller übrigen Zahlen, bis man 
schliesslich zwischen 2n — 2 und 2n die zwischenfallende 2n — 1 
snbstituirt hat. Ist also 

4 . 6 . 8 . 10 . . . (2n — 2) . 2n 
die einzige Compleiion der ersten Olaase, so bilden die Gomplexionen 
zweiter Classe folgende Reihe: 

5 . 8 . 10 . 12 . . . (2n — 2) . 2n 

4 . 7 . 10 . 12 . . . (2n — 2) . 2n 

4.6.. 9 . 12 . . . {2n — 2) . 2n 



4.6. 8 . 12 . . . (2n — 4) . (2n — 1) 
Aendert man jede der hier stehenden Complexionen ganz in 
der nämlichen Weise wie oben, indem man nur die Vertanschnng 
mit dem unmittelbar auf die einzige ungerade Zahl der Complesion 
folgenden Terme beginnt, so erhält man die dritte Complesion Belasse, 
und so weiter fort jede beliebige Classe. Man erhält so den Zähler 
in seinen verschiednen Lokalzeichen- Complexionen ausgedrückt. Sucht 
man des allgemeinen Eettenbruchs 8 ten Näherungsbrach, so verfährt 
man folgendermassen ^') : 
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6. 8. 10. 12. 14. 16 Classe I. 

5. 8. 10. 12. 14. lel 

4. 7. 10. 12. 14. l&f 

4. 6. 9. 12. 14. lol ciasae U. 

4. 6. 8. 11. 14. 16f 

4. 6. 8. 10. 15. 16^ 

4. 6. 8. 10. 12. 15] 

^17 "5; 9. 12. 14. 16 \ 

1. 5. 8. 11. 14. 16i 

1. 5. 8. 10. 13. 161 

1. 5. 8. 10. 12. isf 

1. 4. 7. 11. 14. 16^ cUBse III 

1. 4. V. 10. 13. 16/ ^'*^^^ "' 



1. 5. 


fl. 


13. 


1« 


1. 5. 


8. 


12. 


1.1 


1. 5. 


». 


11, 


15 


1. 4. 


7. 


11. 


15 



1. 



9. 13 Classe V. 



Der Nenner wird aus dem Zahler abgeleitet oder auf eine 
ganz ähnliche Weise unabhängig von diesem bestimmt. 

Die Methode Burckhardt's, welche ganz gewissen andren 
combinatorischen Verrichtungen, z. B. dem Verfahren bei Darstellung 
der Combinartionen zu bestimmten Summen im Discerptionsproblem, 
nachgebildet ist, hat unlaugbare Vortheile vor denen Hinden- 
burg's, ist jedoch ebenfalls nicht independent. Wäre es möglich, 
irgend eine Oomplexionsclasse sofort anzuschreiben, ohne alle vorher- 
gehenden bilden zu müssen, so könnte man dasselbe wohl gewisser- 
massen ein iudependentes nennen, obwohl selbst in diesem Falle die 
zur Darstellung der Nttherungswerthe aufgestellte Begel kein Gesetz 
'm nennen wäre. 

Die Anfliisungen Rothe's ^^) führen im Ganzen den nftmlichen 
Weg; nur dass besonders seine , erste Auflösung: Gut geordnete, 
von einander unmittelbar abhängige Complexionen" viel schleppen- 
der, als diejenige Bnrckhardt's ist. Nur unbedeutend von der 
ersten verschieden ist die „zweite Auflösung: Umgekehrt gut ge- 
ordnete, von einander unmittelbar abhängige Complexionen." Schliess- 
lich folgt noch eine „dritte Auflösung: Zusammensetzung' der Com- 
Qünther, Darstellung der Nähemngswerthe. 2 
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plexionen durch Schreiben der Lokalzeichen in die Tiefe, oder nach 
vertikalen Reihen." Es wird hier, im Anscfaluas an den Bruch 



folgende TaM gebildet: 



Zahler 


O 


Nenner 


1 
S 2 


1 
1 
'2 

i 

5 

8 

13 
21 
34 
55 
89 


2 3 


4 5 
6 7 
8 " 9 
10 11 
12 13 
14 15 
16 " 17 
18 " "19 
20 21 
22 23 


5 4 


7 6 
9 ' '8 
ii " " 10 
13 12 
15 14 


17 16 
19' ' 18 


21 20 



„Jede Zahl in der Colonne O, ist die Summe der beyden 
nächst vorhergehenden, und zeigt zugleich die Anzahl der Complexio- 
nes in den bestimmten Werthen der Brtlche an." Qeht man dann 
wieder von der ersten Complexion 10. 8. 6. 4. 2. ans, um z. B. 
den 5ten K&herungswerth zu finden, so werden aus dieser die An- 
fangszahlen jeder Vertikalreihe des Zahlenschemas genommen, dessen 
Aufstellung jedes combinatorische Verfahren als Endziel erstrebt. 
Die Colnmne O giebt an, wie oft jede Zahl in jeder einzelnen Ver- 
ticalreihe vorkommen darf, und unterstützt demnach die Berechnung 
bedeutend ; gleichwohl ist die ^anze Methode kaum etwas anderes 
als ein allerdings sehr geregeltes Zusammensuchen. 

Die beste und einfachste Methode ist entschieden die von 
Tepfer^^), welche darauf ausgeht, eine möglichst direkte und un- 
abhängige Darstellung der N&herungswerthe zu ermöglichen; da sie 
von den oft bis zum Uebermasse weitläufigen Scbemabüdungen viel 
freier ist, als die übrigen, so nennt sie Hlndenbnrg^^) selbst „das 
am meisten abweichende Verfahren." In der Kürze dargestellt ist 
sie folgende. 

Hat man den Kettenbruch 
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^ + 1 + . . . 

80 bildet man für den jjj™nerf ^^^ geauchten Werthes aus den 
Elementen <j' 2' 3' 4 5 n— 1( sitaimtliche Unionen, Binionen, 

Ternionen etc. ohne Wiederboinng, wobei die kleinste Differenz ir- 
gend zweier Elemente höcbateng 2 sein darf. Hat man dagegen den 
Kettenbmch 



c + 



d + 



so bildet man, wenn n l„g^jg [ ist, fUr den Zahler snccessire aus 

den Elementen 2, 3, 4, 5 ... n alle jj^' 3' 5' 7 ' " n— 1( tionen 
und nimmt ans diesen zur Bildung des Zahlers sämmtliche Combi- 
nationen heraus, welche, von der Linken nach der Eechten gezählt, 
resp. in den geraden und nngeraden Stellen ungerade und gerade 
Zahlen stehen haben. Entsprechend ist die Bildung des Nenners, 

nur dass hier alle Jq' g' 4' 6 ' ' iiH'*'°ö'' gebildet werden mUseen, 
jenaohdemnj^^eradej .^^_ 

Hat man endlich den ganz allgemeinen Eettenbrnch 



" ^ d + . . . 
SO ergiebt sieh folgende „Äutlösnng. Man mache die Compleiionen 
ßlr Zähler und Nenner, nach den Vorschriften in J und H, beyde 
für den gesuchten Werth n in III. Die so gefandenen Compleiionen 
der beiderlei Zahler nnd to auch der Nenner, in der Ordnung und 
Lage, wie sie hier in I und II stehen, setzt man Glied für Glied, 
wie Faktoren neben einander: so erhält man dadurch den Zähler 
nnd Nenner des gesachten nton Werthes für in." 

Ohne Zweifel ist diese Auffassung des Problems allen andren vorzu- 
ziehen, nnd es ist nur zu wundem, daasein verhaltnisemassigso elegantes 
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lUtzt wurde, während die so ungleich schwer- 
rermittelst der Involutionen so sehr Eingang 
d einem praktischen Fall ein Näbemngs- 
m werden, so wird dasTCpfer'sche Verfahren 
in gewiss am branchbarsten eein; Ton all den 
mliche Bedenken gelten, welches Grunert*^) 
1er combinatoriscben Änalysia herrorg^ange- 
e's zur ReihenreTergion folgendennassen ans- 
allgemeine Formel znr wirklichen Berech - 
ist?" Jedenfalls hat Hindenbnrg, so hohen 
ne nnd seiner Schfller Methoden legt, gefühlt, 
I nicht Tollständig erreicht sei; wenigstens 
den folgenden Worten '^) zu liegen, worin er 
ihrift" Gesagte recapitnlirt l „Sie zeigt, wie 
eilungen zwar von vorhergehenden Werthen 
i fern dependent von jenen auf diese fortgebt; 
.rt von Zusammensetzung, nach welcher man 
gende Werthe in und um einander schreibt, 
Dependenz mit einer absoluten Independenz 
g sey, weil man hier für jeden verlangten 
in nnumg&nglich Nöthige thnt und nichts 
t als Vorbereitung dienlich wftre, nicht aber 
e man sucht, gehörte. 

ht (wie ich auch durchgängig gethan habe) 
ädere ähnliche Darstellangen , als ganz inde- 
id ansehen. Man kann nämlich fUr jeden 
rlangten Werth, die Involution, ohne alle vor- 
sogleich einleiten, und selbige auf einem, 
»wind zum Ziele filhrenden Wege vollenden." 
en Ansichten wahrhaft strenge Criterien für 
inalytischen Gesetzes an die Hand zu geben 
zu bezweifeln sein. 

Combinatorischea Terfaliren, xn Bestimmnog der 
I Bräche, Leipziger Magazin für Naturkunde und 
1 1782, S. 43S. 

üeber combinatorische Involntionen und EvolutiO' 
I die corahinatoriache Analytik , ArchiT der reinen 
itik. 1795. I. S. 13. 
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18) Hindenbnrg, Combinatorisdie Verfahren, zu Bestimmiuig der 
Wertbe der continnixticlieii Brüche, in nnd aosser d«r OrdniiDg, Ibid. S. 5i3. 

19) Der palynomiacLe Lehrsatz, das wichtigste Theorem der ganzen 
Analysifl, nebst einigen verwandten nnd andern Sätzen, nea bearbeitet und 
dargeateUt, von Tetene, Elügel, Kramp, Pfaff und Hindenburg; 
nebst einem knrzen Abrisse der combinatorischen Analyeia — von C. F. Hin- 
denbnrg, Leipzig 1796. 

20) Bnrckbardt, Methodna combinatorio-analytica, evolvendis fractio- 
niun continnanun maxime idonea, Lipsiae 1794. 

21) Hindenbnrg. Comb. Verf. S. 177. 

22) Id. Ibid. S. 162, 8. 16Ö, S. 171. 

23) Id. Ibid. S. 178. 

24) Id. Ibid. S. 183. 

25) Grnnert, Archiv der Mathematik nnd Physili, XIII. Theil, Litera- 
rischer Bericht, 8. 702. 

26) Hiudenbnrg, Mehrere grosse Mathematiker sind der Erfd. comb. 
Iny. etc. 3. 324. 

5. Die von Hlndenburg und seiner Schule "gegebenen Vor- 
schriften Terschafften sich bald a,Ilgemeine Geltang; das erste grös- 
sere Lehrbuch, welches die gesammte Lehre von den Kette nbrüchen 
enthält, das von Eytelwein ^'), giebt auch in einer coneiseren und 
Übersichtlieheren Weiee als Hindenburg eine involutorische Dar- 
stellung der N^&hemngswerthe. Sind N, N,, Njetc. die aufeinander- 
folgenden NaherungBbrüche des Kettenbruchs 



so kann man iblgendeB von Hindenburg bereits angedeutete 
Schema conetruiren: 



N N, 




^3 




»6 




"1 


" « 


»1 


»3 

«a 




a, 
a 


«2 
«2 


»3 
«3 


"b 
"b 

«6 
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Dieses Schema IKest Bich beliebig weiter fortsetzen, „wenn, man 
neben den vertikalen Strich, den nachstfotgenden Nenner des Er- 
gänztingE braches, und unter den wagerecbten Strich, stttnmtliche im 
Kweyten nttcbstvorgeh enden Winkelhaken enthaltene Grössen, nach 
eben der Ordnung, hinschreibt, and solchen auf der rechten Seite 
den nächstfolgenden Zähler des Ergänzungsbrnches als Faktor, zu- 

Auch Stern ^*) bedient sich eines ähnlichen Scfaema's, nm ein 
independentes tiesetz herzustellen. Hat man den Kettenbruch 

»+ -^+A t, 

" + "a7+ . . . 
HO bat man zur gemeinschaftlichen Darstellung des Zählers wie Nen- 
ners nur das Tabteau 



• 


i"i 


Ib, 




a« 


« 


b, 




a, 




» 


|b, 






b4 


b| 




«» 


»1 




b, 








b« 


b, 




bj 


bi 


bi 



ZU bilden, aus dem sieb unmittelbar das Gesetz des Fortgangs er- 
kennen lässt; es ist z. B. der vierte Naheruugswerth 

a aj Ha ag aj + a a| b^ aj + 
i^a^ + ab2a3a4 + ab2b4 + biönjanaj + bj ajb4 -t-bib^ai 



Die von Stern, gegebene Vorschrift ist offenbar von allen, 
welche wir bis jetzt kennen gelernt haben , die einfachste und be- 
quemste ; auch wird sie nicht blos als ein eleganter Kunstgriff ohne 
Anwendung hingestellt, sondern Stern benützt sie zur Bestimmung 
der Gliederzahl jedes Aggregates, durch welches Zähler und Nenner 
eines Kettenbruches dargestellt werden ^^). 

Immerbin fehlt diesen sämmtlichen Methoden, abgesehen von 
der wenig zweckmässigen Bezeichnungsweiae, noch ein Hauptcbarak- 
teristikum eines wirklich independ eilten Gesetzes. Betrachten wir 
einen beliebigen endlichen Eettenbmch, so ergiebt schon der blosse 
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Anblick, dass sich derselbe nnch den gewöhnlichen recnrrirenden 
Weisen, sowohl von yorne als von hinten, mit gleicher Bequemlich- 
keit berechnen lassen müsse, und zwar findet sich diess dnrcb die 
Prasis bestätigt. Lejeune-Dirichlet hat in seinen Vorlesungen 
über Zahlentheorie sogar gezeigt, dass es mitunter weit beqaemer sei, in 
letztrer Weise TO operiren 30). „Soll", heisst seine Regel, „der rte NHhe- 
rnngsbruch berechnet werden, so stelle zunftchst die _'Quotienten, von 
hinten nach vorn genommen, TOm rten an bis zom erst«n der Beibe 
nach in einer horizontalen geraden Linie von links nach rechts auf; 
bilde eine zweite horizontale Reihe damnter, in welcher «r unter 
«r nnd Tor diesem noch die Zahl 1 zu stehen kommt, auf die Weise, 
dass jedes folgende Glied entsteht, indem man den darttber befind- 
lichen Quotienten mit dem nächst vorangehenden Oliede der zu bil- 
denden Reihe mnltiplicirt und zum Produkte das zweit vorangehende 
Glied dieser Reihe addirt. Alsdann ist das vorletzte Glied dieser 
Reihe der Zähler Ar und das letzte der Nenner Bi' des verlangten 
Näherungsbruches." Während es demnach als ein sichres Kennzeichen 
eines wahrhaft unabhängigen und zweckmässigen Verfahrens er- 
scheint, die wirkliche Berechnung des aufgesteUten Ansdmcks mit 
gleicher Bequemlichkeit von beiden Seiten her beginnen za können, 
gestatten alle die vermittelst combinatorischer Involutionen gewon- 
nenen aUgemeinen Ausdmpke nur die eine Berech nunga weise. 

Die Schwierigkeit, wahrhaft independente Gesetze zu finden, 
scheint manche Schriftsteller vermocht zu haben, die Aufstellung 
solcher Ausdrücke überhaupt zu umgehen und sich lediglich mit in 
Worten ausgedrückten Regeln zu begnügen. So gieht z. B. Lieb- 
lein*') folgende Regel , den nten Häherungsbruch — des allgemei- 

qn 
nen Kettenbruohes 

aj + . . . 
zu finden: um pn zu erhalten, gehe man von dem Gliede a^&^&i... 
an b| aus und ersetze in diesem agaj durch h^, so erhält man 
a4 . . . aa b|b3 als zweites Glied des Ausdrucks. Nun ersetze man 
asai durch bj, wodurch man das dritte Glied 0^% ... an bibj 
findet. In den bereits gefundenen Gliedern ersetze man ferner aia5 
durch hfi, dann in sämmtlichen bereits gebildeten, wo es angeht. 
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I, 3' f., bi£ man zuletzt in allen Gliedern , wo es an- 
nit bn vertauBcht, Die Snmme aller so gefandeneD 
)n. Auf ähnliche Weise wird q« gebildet," Das Ver- 
man siebt, ganz dasselbe wie die oben geschilderten 
rdt und Bothe. 

aenester Zeit bat Minding ^^) eine Methode ange- 
erungawerthe des in der Dioptrik wichtigen Gauss'- 
iches zn bestimmen. Hat man den Eettenbrocb 

u«+J- 1 , 

', a', t', n") + . . ., so empfiehlt sich zur Bildung 
folgendes allgemeine Gesetz: „unter der Voraossetzang 
Anzahl von Gliedern bilde man ans den nngraden 
en (also aus den n", n' . . .) alle Combinationen 
en, Temen etc.), wobei man dieselbe nach steigenden 
eu bat, und schiebe zwischen dieselben die Summe 
inen liegenden graden Stellen (der t', t" . . .) ein. 
er so gebildeten Glieder constituiren den Werth des 
Alle Zeichen haben die bekannte, von Gauss ^^) 
eutung. Diese Methode ist, selbst im Wortansdmck, 
h mit derjenigen von Töpfer (s. o.). 
isen combinatoriscfaen Darstellungen wKre schliesslich 
tm zu machen anf die von Bartholomaei ^^). Un- 
mirenden Combination versteht man eine solche, in 
Ilasse — das Wort im weiteren Sinne , nämlich auch 
ti einer Klasse gebraucht — um die andere über- 
ist also C die Gesammtbezeichnung fUr die alter- 
r . t 
inationen vom rten bis tten Partialnenner, so ergiebt 
r des 2nten Näherungsbrnchs 
n 2n— 2 2n-4 2 

J+C+C +...+ c+c 

2n 1 . 2ii 1 . 2n 1 . 2n 1 . 2n 

-1 2n — 3 2n-5 ~^—- 3 f" 

^+C+C +...+ c+c 

2n 2 . 2n 2 . 2n 2 . 2n 2 . 2n 

l)t6n 
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2n+l 2ii— 1 2n— 3 3 1 

c + c + u +...+ c + c 

— l (2n-H) 1 .(211+1) l.(2n+l) l.(2n+l) 1 . (2n+l) 
'"+' 2n 2ii— 2 2n— 4 2 

p I fi 1 p_L_LfJ _l fl 

2.(2n+l) 2.(2n+l) 2 . (2n+i)'2 . (2n+l) 2.(2n+l) 

Es iat nicht zu leugnen, dase yermittelst dieser nen eingeführ- 
ten Bezeichnung der allgemeine Ausdruck «ne ganz elegante Form 
erhält; nm so schleppender gestaltet sich die wirkliche Auswerthnng 
in pi^^ktischen Fällen. 

Auch noch an einem andren Orte ^^) hat schliesalichMinding 
sein Verfahren veröffentlicht ; es lässt sich ^^) dahin znsanimenfassen : 
„TJm (uq , tj Ui . tz U2 . . . ts Ug) zu bilden, formt man die Summe der 
Produkte der u zu je 1, 2, 3, . . . und multiplicirt jedes u u mit 

i fl 
der Summe der zwischen u und n befindlichen t, z. B. n^ U3 u^ 07 

1 fl 

mit (t, + ts) ti (tft + tfi + tj)." 

Erst in neuerer Zeit hat man angefangen, einem combinatori- 
sehen Symbol Vertrauen zu schenken, welches, nachdem sein Qe- 
brauch in kurzer Zeit Ton schirachen Anlangen bis zu einer ganz 
neuen analytischen Theorie sich ausgebildet hatte, fQr Auffindung 
independenter Gesetze sich besonders günstig zu erweisen schien — 
den Determinanten. Der grosse Vortheil, den sie darboten, bestand 
hauptsächlich darin, dasa die Rechnung mit Determinanten durch- 
aus keine Schwierigkeiten rerursacht und demnach eine Darstellung 
der Näherungswerthe in Determinantenform nicht nur als unver- 
mittelter Kunstgriff dasteht, sondern auch ein neues Behandlungs- 
mittel fUr die ganze Lehre yon den Eettenbrüchen gewahrt. 

27) Eytelwein, Orundlehren der höheren Analjais, Berlin 1824. 
1. Band, S. S40. 

28) Stern, Crelle's Jonmal fBr reine und angewandte Mathematik, 
1833. 10. Band, S. 5. 

29) Ibid. S. 8. 

30) Emsmann, Hathematische Eicnralonen, Halle 1872. S. 106. 

31) Lieblein, Sammlung ran Aufgaben ^ns der algebralsehen Än»- 
lyais, Prag 1867. S. 176. 

3S) Hiadiag, Tageblatt der 44ten Versammlong deutscher Natnr- 
forscher und Aerzte, Boetock 1871. S. 50. 
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InnsB, DioptriBche UntersncTiungen, AbhaDdlnngen der Oottinger 

der WiaeenschafteD, Bd. 1. 1843. 

lartholomaei, Grnnerfs Archiv XVin. TheU, S. 328. 
[inding, L«i de la formatioii des dinominatenrs et des nnm^ra- 
B, reductian iee fractions continnee en fractionB ordinairee, Bnll. 
sbourg, Xm. 1869. 
ihrbuch (üi die Fortschritte der Mathematik, 2. Buid. Heft 1. 

S. 105. 

)ie erste Idee, die Betrachtungsweise der Lehre voa den 
hen (Inrch Einfühmng der Determinanten zn vervollkomm- 
t dem dänischen Mathematiker Barnns^^ anzugehören. 
im Memoire, welches er hierttber der däniachen Akademie 
heisst es (deutsch Übersetzt): „Herr Professor Bamns 
ifolgenda Bemerkungen mit zw Anwendung der Deter- 
Ur Aufstellung von Regeln für convergirende (Ketten-) 
Es heisst dann weiter: „Angenommen, es wfire gegeben 
brach 



h kürzer durch 

ai aj &3 
ISsst ... es kommt hierbei nur darauf an, eine Regel 
für die eine dieser zwei Reihen (Zähler und Nenner) . . . 
1 iat yr allgemein bestimmt durch die zwei vorhergehen- 
r yr_i und jt-s, vermittelst des bekannten Satzes: yr = 
bryr-s, und ebenso zr , so dass man also die Glieder 
)estimmen kann, wenn der Kettenbruch vorliegt ; aber 
giebt sich in Folge dieser Formel, indem man nachein- 

0, 1, 2 ... n setzt, ein System von linearen Gleichnn- 
Ige dessen giebt der obige Ausdruck eine allgemeinere 
g für jr . Die Coefficienten 

a', ai', aa' . ■ . a-'a 
mt durch folgendes Schema — die horizontalen Linien 

dem i ^ 0, 1, 2 . . . n, während die vertikalen den 
a filr die obenstebend geschriebenen yo, yi, ya ■ ■ ■ ent- 
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70 j< Ji ys • ■ ■ 7«-3 yn-s yn-i y« 


1 0... 
a, 1 0... 
ba — aj 1 . . . 
—ba -a3 1 . . . 


... 1 000 
. . . — aa-i 10 
. . . — b„_, — a„-i 1 
. . . -b„ -a„ 1 



pieees Schema könnte offenbar mit Leichtigkeit zu einer De- 
terminante umgestaltet werden, iet jedoch an und für sich noch 
keine. Bamus stellt auch seine Determinanten nicht in der fOr 
die Lehre von den Kettenbrtlchen nicht zn umgehenden quadrati- 
schen Form dar, sondern schreibt nach alter Weise: 
An := — ^ + a" ai' a^- s^^ . ,. . a^-|j 
A^n = — J? i a ftj" a2^ as' , . . aj~[l 
eine Bezeichnungsweise, durch welche er sich des grössten TheUes 
der Vorzüge, welche die richtige Benützung seines glücklichen Ge- 
dankens gebracht hätte, begiebt, bo dasa im weitren Verlaufe seiner 
versehiednen Sätzen der Kette nbmehlehre gewidmeten Abhandlung 
der Nntzen der Determinanten dnrchaas nicht in das rechte Licht 
gestellt wird. 

Unabhängig von Bamus fand Heine, dass der Nennet (und 
sonach auch . der Zähler) jedes Nfiberungsbruehes in Gestalt einer 
Determinante dargestelt werden kann. 

Painviu^J hatte gefunden, dass die Determinante eines ge- 
wissen Systems in der Form 



Vka8i k. 
Vkigj 





ks Vkig, 
Vkiga h 


. . 

■ . 
.-0 

■ ■0 




-0 





' 










Vkff-*gff-i kf-i 
Vko-ig. 



1 
Vk.-.g« 
h« 
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Allein auch hier wird diese Bemerkung ohne Anwendung ge- 
lassen; obwohl Heine") sehr bald sich wiederum mit den Eetteü- 
brQcben beschäftigte, benutzte er doch die Determinanten nicht 
mehr. Eine kurze hierher gehiSrige Notiz findet sich auch bei 
Spottiswoode^^), ohne dasH jedoch irgend ein weitrer Oebrauch von 
derselben gemacht würde. Es heisst daselbst: „The improper con- 
tinued fraction 



1 



dA 



A 
1 



1 

B 
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. 

1 . 
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. 
. 
. 










. 
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. M 1 
. 1 N 



in whioh any number of rows may be taken at pleasnre, and the 
formula will give the corresponding convergent fraction. 
The same holds good for the continued fraction 

J- 1 



V = A 10. 



37) Determinantemea Anvendelse til at hestemme Loven for de conver- 
gerendeBrüker, DetEang. Danake Vidensk, Selak, natniv. ogmath. Afhandl. 
Ejöbenhavn 18S5. S. 106. 

38) Heine, Auszog eines Schreibens Aber die Lame'Bcben Funktionen 
an den HeraiiBgeber, Crelle's Jornnal., 1869. 68, Band. S. 79. 

39) Ibid. S. 8ft 

40) Heine, Einige Bigenscbaften der Lame'achen Funktionen, ibid. 
S. 97. 

41) Heine, Üeber die Zfibler nnd Nenner der NSbemngswertbe von 
Kettenbröchen, ereile's Journal, 1860. 67. Band, 8. 231. 

42) Spottiswoode, Elementar^ Theorems relating to Detenninanta, 
Crelle'a Journal, 1856. 51. Band. S. 374. 
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7. Schliesslich Ut noch xa erwähnen, dass auch MSbins *^) 
sich mit der Anfstellimg eines independenten Gesetzes beschäftigte. 
Er gieng nicht von dem gewöhnlichen Kettenbmche aas, dessen 
BBmmtliche Glieder positiv sind, sondern von der Form 

welche ffir seine Zwecke beqnemer war. Er bedient sich eines Al- 
gorithmus, ganz ähnlich dem Enler'schen. Hauptsächlich war es 
das Einschalten verschiedener Glieder in den Eettenbmch, worauf 
er Bein Augenmerk richtete; ausserdem bediente er sich noch des- 
selben in einer Abhandlung optischen Inhalts, deren Bestimmung er 
selbst in folgenden Worten ausspricht : „Zum Schluss habe ich noch 
die oben gedachten Sfitze von den bei jedem Gläsersystem im All- 
gemeinen angebbaren zwei Brennpunkten und Brennweiten und von 
den dEiraus zu berechnenden Wirkungen des Systems, sowie auch die 
Haupteigenschaften der Femrühre auf eine neue, der Einfachheit 
dieser Sätze entsprechende, ganz elementare Weise dargethan" **). 

43) Hob ins. Beiträge ziir Lehre von den KettenbrSchen, nebst einem 
Anhange dioptriachen Inhalts, Crelle's Jonmal 1828. 8. Band. 8. 215. 

44) Möbins, Knrze Darstellnng der HanpteigenachafteD eines Systems 
Ton Linsengläsern, Crelle's Jommal. 1827. 2. Band. 8. 113. 



Kapitel IL 

Darstellung der Zäbler und Nenner jedes Nähe- 
nmgsbruches in Determinanten-Form. 

8. Bekanntlich hat Scheikner'^) zuerst darauf aufmerksam 
gemacht, dass der einfachste und uaturgemässeste Weg, zu den Ket- 
tenbrtlohen zn gelangen, durch Betrachtung gewisser recurrirender 
Gleichungen dargeboten wird. Ist eine Anzahl von Termen dorcb 
folgende Reihe von Gleichungen verbunden, welche eine Berechnung 
der Grossen a, b, , . . suocessive gestatten, 
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a = bq + c 
b = er + d 



und ebenBO, wenn man allgemein hat 

pi n — q, Ol + U9 = 



Gesetzt nan, man habe folgendes System von 5 linearen tilei- 
chongen an&nlSsen. 

ax — y ^ A 



so findet man, dem obigen gem&ss, für x den Eettenbrnch 



8 + 1" 
Sacht man andreraeitB nach bekannten Kegeln '*) I 
Werth als Quotienten zweier Determinanten, ao erhalt m 
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Setzen wir die beiden fUr x erhaltenen Werthe einander gleich, 
lebt sich nns indulctoriach sofort folgender 
Lehrsatz. Ist pn der Zähler, qn der Nenner des nten Kähe- 
nmgBbmches des Eettenbmchs 

■^+113 + . . . 

SO ist st«ts, unter M, N . . S beliebige Zahlen ver- 
standen. 
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Beweis. Derselbe ist nur fllr den Nenner zu führen, indem 
derjenige für den Zähler ganz analog ist. Bekanntlich hat 
man, am auf recnrrirende Weise den Zllhler und Nenner 
deB nten Näbernngsbmches zu finden, 

pa = an pp-l + bo pn-S 

qn = a qn-l + bn qn-s 

Der obigen Darstellungsweise entsprechend ist nun offenbar 
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Zerlegt man hingegen die oben für qn hypothetisch an- 
genommene Determinante auf l>ekannte Weiao *^ in 
TJnterdeterminanten, so erhält man sofort, unter A die 
Bupponirte Determinante des Nenners verstanden, 
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und mit BerQcksichtignng der vorigen Relationen, 

A = an qn-l + bn qn 

Dem C!omperation8grundsatze gemäss ist nntt also 
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Ist somit der Satz für den (n — 2)tfin und (n- l)ten Nenner 
wahr, so gilt er ancb fttr den nten, nim ist aber 



aia2 -f- bi 



■= .^ 



aal 



sonach ist die allgemeine Gültigkeit onsres Theorems erwiesen. An- 
statt der oben willkürlich angenommnen Terme M, N . . . S wer- 
den wir in der Folge gewShnlich setzen, was nach einem bekann- 
ten Satze *^ der Lehre von den Determinanten gestattet ist. 

In ähnlicher Weise findet sich die Kettenbrnchentwicklnng des 
Quotienten zweier Unbekannten durchgeführt bei Kötteritsch *^); 
da aber dort von unendlich vielen Gleichungen die Rede ist, würden 
die Determinanten unendlich werden, 

45) Scheibner, Einige Bemerkuögen ober Mcnrrirende Gleiohui^en, 
• Günther, Darstellung der Näherongawertlie. 3 
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welche saf Kettenbiüche f&hreD, Beliebte der Leipziger Gesellscbaft der 
WiBsenaeh^teii 1864. S. 44. 

46) Baltzer, Theorie und ÄntreDdang der Detenninftnlen, Leipzig 
1870. S. 64. 

47) Ibid. S. 27. 

48) Ibid. S. 9. 

49) EötteittBoh, Uebet die Änflömig eine« SyrtemB Ton onendlich 
vielen linearen Gkichangeti , SchlOmitch, Zeitachi. f. Math. n. Phya. 15. 
Jahrg. S. 238. 

9. Die hier gegebne Determinante, welche wir in der Folge 
mit dem Namen „Eettenbmchdeterminaut«'' bezeichnen wollen, zeich* 
net Eich dnrch ihre vielfache Verwendbarkeit aas, indem sie sich 
ohne weiteres in verachiedne Formen bringen ISsst, je nach dem 
speciellen Zweck der üntersachong. ZontLchst iet klar, dass die 
Terme bj bs . . . bn mit den ihnen gegenüberstehenden negativen 
Einheiten beliebig vertauscht, oder aelbst negativ genommen werden 
können, wofür dann die Einheit das positive Yorxeichen erhält. So 
ist z. B. nnsre Determinante, welcher vrir den Namen der „Normal- 
form" beilegen kSnnen, gleich der folgenden 
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Ferner ist klar, dass wir ihr auch die folgende Qestalt geben 
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wofern nur folgende Belationen bestehen: 
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MN = — bj 

PQ = - bj 
ES = — bj 



YZ = — bn 
Die eleganteste Porm wird onsre KettMibrachdetorminante offen- 
bar daim annehmen, wenn wir stets die beiden Faktoren H, N . . . Y, Z 
entg^engesetzt gleich werden lassen, also H =: ^ N =:^ 'V^ . . . 
Y :::= ^ Z = — \%i voraoBsetien. Wir erhalten alsdann den 
Nenner in der Gestalt, wie ihn Heine (s. o.) bereits in einem spe- 
ciellen Falle dargestellt hat, nSmlich in der folgenden 



V^ »I 
Vb, 



... 

-Vb3 ... 

., -Vi4 ... 

Vb. a, . . . 






. . ft —VIT 
. . Vb a 



Diese Determinante ist bewnders deshalb wichtig, weil sie eine 
sogenannte „ganche symmetriqne" ist, bei welcher allgemein 

Hl = — »ik 
ist *"). Wir wollen im Folgenden statt dieses wenig bezeichnenden 
Namens fOr diese Determinanten mit Stndnicka ^') ans des Ans- 
drucke: „Eymmeirale Determinanten" bedienen. 

Diese Determinant« lOsst sich mit Leichtigkeit auch in eine 
solche verwandeln, deren Diagonalglieder, ohne dass sie dämm auf- 
hört, eine synunetrale za sein, sänuntlich unter sieh gleich sind. Es 
bedarf hiezn nur des Satzes ^^), dass man in jedem Eettenbmche, 
ohne seinen W^rth zn Bodem, einen beliebigen Theilzflhler, den 
daranf folgenden Theilnenner und den wJedemm auf diesen fol- 
genden Theilzfthler mit einem nnd demselben beliebigen Ans- 
dmck mnltipliciren oder dividiren darf. Dieser Satz ist auch anf 
gewöhnlichem Wege leicht za beweisen; jedoch ist es als ein wesent- 
licher Nachtheil zn bezeichnen, dass man, wie Stern ^^) ansdrQck- 
lich hervorhebt, den Beweis für endliche nnd anendliche Eetten- 
brüche getrrant IShren mnss; hat man jedoch den Kettenbrach als 
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Quotienten zweier endlicher oder anendlicher Determinanten ansge- 
drflckt, nnd soll vom ^n 'Hieilz&liler ab die genannte Operation 
vorgenommen werden, so gebe man diesem Quotienten folgende 
Form (B), wo P jede Zahl (ausgenommen 0) sein kann 
b, — 1 . . . 




and da bekanntlich eine Determinante dadurch mit einer Zahl mul- 
tiplicirt wird, daes man eine ibrer horizontalen oder vertikalen Reihen 
mit der Zahl maltiplicirt ^), so kann man den vorigen Quotienten 
anch folgendermasaen schreiben: 



-1 











Pb P» Pb 



-10 0. 

aa — 1 . 

Pb Pa Pb' 
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Am I. tind H. ei^ebt sich aber unmittelbar folgende Ee- 



^. w 






-Ife 



ar + ... + — ar +. 



einerlei, ob n endlich iat oder nicht. 

Mit Hülfe dieses Satzes ist es nun leicht, eine Determinante 
der geforderten Art heiYuatellen. Denn wir sehen sofort, dass, wenn 
wir z. B. den Kettenbruoh 

in einen andren verwandeln ^wollen, dessen sfimmtliche Theünenner 
alle ^ P sind, so ergiebt uns eine einfache succeasive Division, dass 
dieser Kettenbmeh dem folgenden 



P+^'^-^b,^ 
P + ^ % 

P + .. 



P +. 



gleich ist. Schreiben wir aber diesen Eettenbrnch als Quotienten 
zweier symmetralen Determinanten, so erhalten wir 
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Diese Determinanten haben Htm offenbar ftlle Eigenschaften 
einer sfmmetralen Form. 
50) Baltzer, 8. 67. 

61) StadnickA, Einleitung in die Theorie der Determinanten, Prag 
1871. S. 47. 

62) Stern, 8. 14. 
58) Ibid. S. 166. 
54) Baltzer. 3. 13. 

10. Sehr leicht ist es, von den hier angestellten Formen anf die- 
jenigen überzugehen, welche mitunter in der Praxis vorkommen. Um 
z. B. fftr den Kettenbruch 



»0 + 



a, + 






ha 



den independenten Ausdruck aufzustellen, hat man nur zn der Form 
A (Normalform) den Term ao zu addiren, der Nenner bleibt folglich 
nnge&ndert, w&brend der Z^er der Snmme 
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. bn an 



gleidi ist. Da diese beiden Determinanten mit Ausnahme der erst«n 
Colonne (Yertikalreihe) ganz identisch sind, so kann man sie sofort 
Bununiren ^) ; als Summe erhält man 

bi + »lao — % , . 9 . .**. ■. : .■ 
ba ■ äa ■— i o' .' 



0. ■ . . bo 
Diese Determinante vom nten Grad IKset sich leicht in eine 
solche vom (n + l)ten ver^randeln. Bezeichnet man ntlmlich die 
beiden in der obigen Determinante durch Winkelhaken abgetrennten 
Determi'nanten durch M und m, so hat man, wenn B die Determi- 
nante selbst bedeutet, 



Digilzedby Google 



B = (b| + ft| ao) M + »0 1»2 •>» 
Betrachten wir hingegen die Determinante (n + l)ten Grades 
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so ergiebi sich durch Zerlegung in Unterdeterminanten sofort eben- 
falls 

A ^ (bi + ai ao) M f &(, ba m 
nnd hierans 

B = A. 
Derjenige Kettenbrncb, dessen aftmmtliohe Theilzfthler n^^tive 
Zahlen sind, ISsst sich stets als Qnotient zweier s^ metrischer De- 
terminanten dareteüen, für welche 
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intlicb Iftsst sich jede symmetrale Determinante auch in 
einer nach ab- oder aufsteigenden Potenzen des Diagonalgliedes fort- 
laufenden Beihe darstellen ^). Gehen wir also von der Form E), 
ans, Bo erhalten wir den nten Nähernngsbruch des Kettenbntohs 



Digilizedby Google 



folgendermafisen als Quotienten zweier Polynome dargeatellt: 

pn 4, pn-i 2D2 + P°-* JDj + . ■ ■ 
pn + p»-. SJ^ + pn-i 2J^ + ^7". 

wobei sowohl Dm als ^m symmetrale Determinanten mit leerer 
Diagonale sind. Jede derartige Determinante ist aber stets ein voll- 
ständiges Quadrat *'), ho dass also die Coefficienten von Pi Summen 
von Quadraten voretetlen. Nimmt man P ^ 1 an, so bekommt der 

n te N&herungsbracli folgende einfachere Gestalt : 

■ 1 + ^ Q + ^" Q + ■ ■ ■ 
1 + ^2» q + ^n q + . . . 

Auch die andre (negative) Form der KettenbrUche läsat sich 
derart in entwickelter Gestalt geben, indem auch fUr die eymmetri- 
scben Determinanten ähnliche Formeln existiren. 

Diese entwickelten Darstellnngen der Nähemngsbrflche dürften 
bei Convergenznntersachnngen nützlich sein, indem bekanntlich jeder 
Kettenbrach eich in eine Reihe entwickeln laest, in der anaschliess- 
lich die Kenner der aufeinanderfolgenden Nähemngabrüche vorkom- 
men, eine explizite Darstellung derselben aber nicht möglioh schien. 

65) Baltzet. 8. 16. 

m) Ibid. 8. 62. 

57) Ibid. a 67. 

11. Ganz ähnlich, wie die absteigenden KettenbrUche lassen 
sich auch die aufsteigenden bebandeln. Betrachtet man den auf- 
steigenden Kettenbmch 

a 

r + . . . -f-~r 



und sucht man recurrirend seine Kfiherungswerthe zu bestimmen, 
so findet sich 
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ah + ß 

ab 
fltbc + ßc + r 



Die Nenner schreiten somit nach einem ganz einfachen Gesetz 
fort. Um den Zahler des nächsten Näherangsbmches za erhalten, 
mnss man den des vorhergehenden mit dem folgenden Theilnenner 
moltipliciren nnd zn diesem Produkt den folgenden TbeilzShler ad- 
diren. Hiemach lassen sich die Zahler der Mer anfgestellten Nähe- 
rnngsbrüche leicht folgendermassen in Determinantenform schreiben : 



wir tms sofort za abstrahiren vermCgen folgenden 
Lehrsatz. Der Zähler des nten Nähernngsbracbes des oben 
aufgestellten Eettenbroches ist gleich der Det«nniiiaiite 



Beweis. Ist der Satz wahr bis znr_ Determinante vom 
(n — l)ten Grad, so ist er es anch fUr die vom nten 
Oiad. Zerlegt mau in ünterdetArminanten, so ergiebt 
sich die obige Determinante, welche wir mit A bezeich- 
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c.s.,=ji,C"(X)glc 



Hier ist das PlnBzeichen zn netunen, wenn n ungerade, 
hingegen das Uinoszeichen, wenn n gerade ist Die 
zweite Determinante hat offenbar ^^) den Werth ( 1)"—^. 
Ist non n gerade, so ist n— 1 angerade, somit hat die 
mit dem negativen Vorzeichen Tecsebene Determinante 
das Werth + 1 ; ist n angerade, so ist n — 1 gerade, 
nnd demnach iet jeisii die Det^ininuite wiederum positiv. 
Wir haben folglich, wenn pn den Zähler des nten ffähe- 
hmohes bedentet, 

A = apn-i + » 
Wie wir oben sahen, ist jedoch auch stets 



: zpn- 



nnd f 



Ist a = b 



} dorcfa Comparation 
A = pn - 
Znr Controle nnsres Satzes mag folgendes dienen: 
= c ^ . . . z = 1, so ist, wie man sofort sieht, 
pn = a+(J + i' + . .. + «). 
Nun beeagt aber ein bekannt«: Satz der Lehre von den De- 
terminaaten ^^), dass die Determinante 
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. 


. . — b 
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n- 



stets dem Änsdracke 

( l)"(aobo + aib, + aaha + . . . + anb„) b, ba... bö-i 
gleich sei. Wenden wir diess auf nnsren Fall an, so ist bj = bj 
=: bg ^ . . . ^ bn = — 1 . ( — 1)" ist positiv, je nachdem n 
gerade oder ungerade ist. Im erstren Falle enthält das Produkt 
b] b^ . . . bo— 1 eine ungerade Anzahl von Faktoren, deren jeder 
= — 1 ist, ist also selbst negativ, ebenso aber aoch das Vorzeichen 
der Klammer, das Ganze somit positiv. Im anderen FaUe ist 
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bi bj . . . bn--i positiv, hingegen das Vorzeichen der Klammer and 
( — 1)° negativ, also wiedemm das Ganze positiv, wie znvor. Man 
hat dem^iaofa 

wie zu erwarten stand. 

£s ist von Interesse, einen aufsteigenden Kettenbmch in einen 
absteigenden zn verwandeln. Setzt man za diesem Ende 



so findet man leicht ^ 

xi = a yi = a 

xa = " «i* Ja ^ b« + /? 

»3 = — b'*yya — cß + r 



Das ans diesen Anfangsgliedern sich ergebende Gesetz scheint 
bisher nnr anf dem Wege der gewöhnlichen Induktion verallgemei- 
nert, jedoch noch nicht mit HUlfe des vollständigen Schlusees von 
n auf n + 1 erwiesen zu sein. In der That bieten sich hier auch 
dem gewöhnlichen Verfahren einige Schwierigkeiten dar, welche 
jedoch mit Hülfe ansrer Darstellungsweise sich leicht beseitigen 
lassen. 

Lehrsatz. Es ist allgemein 



aßr-.-x^ 



« — 1 . . 

ß b — 1 . . 

y c . . 
X Ol 


• 

— 1 


V . 


«00. 





ba+/S -1 
—ha;- oß + r 



-TiQx xe+x 











-XQ'P 7X+V> 



, . . — yx« ■ z' 
Beweis. Da wir einen Induktionsbeweis zu geben beab- 
sichtigen, so nehmen wir an, dass die Wahrheit folgen- 
der Belationen bereits dargethan sei: 

1) aßr . . . yxMi = Ni 

2) aßjr , . . Qq>}i2 = Na 
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indem wir unter Mi, ]^; ^], N2 reap. diejenigen ünter- 
determinasten der beiden obigen Beterminanten rer- 
steben, welche bereits durch Winkelhaken abgegrenzt 
erscheinen. Zerlegen wir hiwauf Ui in ünterdetermi- 
nanten, so erhalten wir: 



In dieser Gleichung Bubstitniren wir fOr U] and tS^ ihre 
aus den obigen Gleichungen 1) und 2) herrorgebenden 
Wertbe, nämlich 



aßr. 



und erhalten so 



Ni 



- yNg 



■ yz 



aßr . 



Uultipliciren wir diese Gleichung mit a, so ergiebt sich 

wNi — yz<*>N2 = aßy . . . tpx^P'" 
hiezn addiren wir Gleichang 1), welche wir in folgender 
Form schreiben : 

und erhalten demgemKas 

3) (zt^ + »)Ni — yx«N2 = zttfJy . . . ^xy>Ai 
+ aßr . . . yzv«- 
Betrachten wir Qun die oben rechts stehende Determi- 
nante, so ergiebt deren Zerlegung in Unterdeteriminanten 
sofort 

i) {ztp + fi))Ni — jxf^-i 
und ebenso die Zerlegung der linksstehenden 

zM| + ft» 
nnd mnltiplicirt mit aßr ■ ■ ■ VXV 

5) z«(Jy . . . goxV^i + "?)' ■ ■ • VZV" 
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Die in 4) and 5) Btebenden Ansdrücke emd aber nach Glei- 
chnng 3) emander gleich ; hiemit ist der Beweis unsres Satzes ge- 
liefert. 

Vermittelst einee älmlichen Ter&hreiu Ittsst sich zeigen, dase 



..jj^abc.yz^ 



-aß htt+ß —1 ■ 
~har eß+r 







- x(/>tp yx+V -1 
■ . . — JX*" zV+i» 
Bei der Division hebt sich der gemein Bcbaffiliche Faktor aßy . . . x^ 
auf, und es ergiebt sich imgemein 



L+^ 



A+-+^" 



bor + r — ■. 









Uan siebt, dasa das Gesetz, nach welchem sowohl die Theil- 
zah]er als die Tbeilnenner eines absteigenden Kettenbmches fortlau- 
fen, welcher einem absteigenden gleich ist, ein sehr einfaches ist. 
Wfire es mfiglicb, ebenso einen beliebigen absteigenden Eettenbruch 
in einen anfsteigenden zu verwandeln, dessen Nahemngsbrttche sich 
leicht independent darstellen Hessen, ho wKre damit viel gewonnen, 
indem dann das allgemeine Glied dei- Beibe, in welche sich ein anf- 
steigender Eettenbruch leicht verwandeln lElaat, sofort angebbar und 
somit die ünterauchang der Conveigenz eines Kettenbracbea unge- 
mein erleichtert wtlre. Diees ist jedoch nicht möglich, wir mOssen 
ans begnügen, die Verwandlung eines absteigenden Kettenbrucbes 
in einen aa&teigenden folgendermaseen darzostellen^'): 

!ä_ K. = 1 -■■■ 



•1 + 



»2 + 



^^ . bB b, 

as +.. .-t — 



68) Baltzei, 9. 11. 

69) Ibid. S. 17. 

60) LembkcB, Theoria fractioDniii continnanun ascendentinm, Hona- 
Bterii 1870. S. 7. 

61) Ibid. 8. Zb. 
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12. Es soll nunmehr noch im Folgenden an einem prSgn&n- 
ten Beispiel der Nutzen nnerer DarstellimgsweiBe gezeigt werden, 
indem wir dieselbe dazn anwenden , die Summe der Glieder zn be- 
stimmen, welche den uten Tbeilzähler oder Theilnenner eines belie- 
bigen N&herungabruches des Eettenbmches 



»1 + 



»2 



ausmachen. Stern hat gezeigt, dase diese Anzahl sich auf doppelte 
Weise independent angeben lasst, das einemal dnrch eine Reihe, das 
andremal durch einen geschlossnen Aofidmck ^^). Während jedoch 
der eretre Ausdruck auf combinatorischem Wege ermittelt wird, 
sind zur Gewinnung des andren etwas fremdartige Betrachtungen 
ans der Theorie der recurrirenden Beihen herübergenommen worden, 
und es erscheint desshalb eine unmittelbare Auflösung dieses Problems 
nicht ohne Intereese. 

Betrachtet man die den nten Theilnenner ausdrückende De- 
terminante 



. b 



so ergiebt eich sofort, dass die Anzahl der diese Determinante bil- 
denden Ausdrücke gleich ist der Summe derjenigen Ausdrücke, welche 
resp. die Determinante vom (n — l)ten und (n — 2)t6u Grade bilden. 
Bezeichnen wir also die Gliederanzahl des kten Näherungsnennera 
mit y, so besteht folgendes System yon Gleichungen 



9'4 — Vä + Vi 
ya = WS + <Pi 
Dieses System trlnomischer Gleichungen ist TollstKndig analog 
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dem von Scheibner (a. o. 8.) zoerst betrftcliteten ; nur dass hier 
resp. q=r = B^=.,.ligt. Wenden wir die dort angegebne 
Kettonbrnchentwickelnng auf den uns .vorliegenden Fall an, bo er- 
giabt sich uns 

"" ." 1+1-+... + ^ 

und wir finden Bonach die gesachte Grösse tp^ , wenn wir den nten 
Naheningsnenner dieses Kettenbmchee independent beatimmen. 

Wir betrachten za diesem Zwecke den allgemeinen Ketten- 
bra<^ 



Denken wir nna zunächst diesen Eettenbrnch anendlich fort- 
laufend, so ist bekanntlich sein Werth leicht za bestimmen ; es ist 
nämlich, wenn wir 



Vi 



b = I (a + x) 

_ b 

' ~ « + J 



nnd aomlt 

_b_ 
t. +■ 



a + . . .+ 



+ . . . in M. V * 

fswert 
mdlicl 
le Wi 



Sachen wir nunmehr den nten iNäherangswerth dieses Ketten- 
braches, so haben wir, da wir von einem nnendlichen Kettenbrache 
offenbar einen beliebigen endlichen Theil ohne Weiteres abtrennen 
dürfen, 
b V. 



a |d- nte + 



Kr-i 



Schreiben wir hierauf den links stehenden Kettenbmch in De' 
'erminantenform, so erhalten wir folgende Bestimmangsgleichung 
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Vi 



b 


. -1 . . . o; 

b «... 

+ b 


'.."y.-.id/^-'-O 


+b » 


" "■■''>(«-l)t= 


» ''•■'",|i>-2)te 


+" 2 


. -I . . . 0| 
b a . . . 
+ 

|d. nte 





indem wir nach einem bekannten Satze ^) 
a — 1 . . . 

b a . . . 



yt^-i 



b a + 



iu zwei Summanden zerlegt baben. Betracbten vir nanmebr die 
Determinante 

a —1 . . , 



. . b a 

so können wir dieselbe sofort als symmetrale Determinante in der 
Form 

-Vb . . - 
Vb a . . . 



. . Vt> a 

darstellen, nnd diese Iftsst sieb (s. o. 11.) wieder sofort als Reihe 

scbreiben; wir erbalten als ihren Werth 

„ . 1.2 _L (n— 2) (n— 1) „. , , , 
a" + n a"-* b'' + ^^ ^ ^ a"-* V + . . . 

Diese Beibe gebt {Qr a = b =: 1 in den von Stern ange- 
gebnen Anadmck fQr ^n über. 

Wir wollen jedodh mit Hälfe dieses Reibenausdmckes unsere 
oben anfgestellte Relation vervollkommnen. Der Umstand, dnss alle 
Qfinther, Dantellaog der N&henmgsirerthe. 4 
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ungeraden Potenzen von & bowoU wie von b fehlen, legt safort die 
Nothwendigkeit dar, daae diese Reibe auch als Differenz zweier Aos- 
drOcke in folgender Gestalt 

(t, + ^2)"+' - ( kl- i^r^ 

dargeBtellt werden könne. 

Es bebt sieb nämlicb bier die (n + 2)te Potenz weg, die 
(n + l)t« Potenz von k2 gebt dorch DiviGion mit kj in die (n)i« 
über nnd wir seben so, dass, anter kj und kj zwei vorläufig noch 
ganz nnbeatimmte Fonktionen von a und b verstanden, dieser Aus- 
dmck für nnsre Reihe sabstitoirt werden kann. Denmacb ist der 
nte Kaherongsbrncb gleich folgendem Änsdmck 

(k, + ka)H-i - (k. - ka)°+' 

(k, + k2)-+-» _ (k, - ta)"+* 
oder wenn wir mit (kj + k2)"+^ in Z&bler nnd Nenner dividiren, 

1 Ik, + kJ 

k, + ks • < ki - k, \"-' 

U, + ij 

Setzen wir nnnmehr — ^ ^^ ip^ h, wo ^ ebenfalls eine noch 

nnbeBtimmte Ftioktion von a und b bedeutet, so haben wir die Be- 



''"=k-äkr«"~*'-'* 

und nnsre Bestimmnngsgleichung geht somit in die folgende über 

^ bCl-v^b) + b/]/f-+b-|J(i-v,.,0 

' (1- V.b) + ^|/^ +»'-t)(i-V'.i.) 

Knn ist, wie steh ans der für den Iffenner anfgesteüten Deter- 
minante von selbst ergiebt, 

(l- VÜ. b) = a(l - V^ h) + Ml- ^ b) 
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Setzt raaii fOr (1— Tf««, b) den Werth ein, so eih&li man 
eine neue Bedingmigsgleichniig. Diese Qleichasg gilt nun ffir jeden 
Werth von n, alBO anch Mr n = 1 ; fKbrt man diese Sabstitution 
dnrcli, so lOsst sich im Z&hler and Nenner mit 

1 - V«. b 

lieben, nnd wir bekommen scUiesalich 

1/?^ . _ '■(-|+]/r + '')<'+-^-"-^''(Kr-^'" T) 

Berechnet man faieraos i/>^ ^, ao ft^gt 



^Vt 



and es ist somit 






. . b a |d. nte 

um den Werth des Zählers, resp. Nenners selbst nt finden, 
rnttssen wir noch mit 



- + b 



]ten 80, indem 



dividiren, und wie erbalten BO, indem wir a ^ b ^ l setzen, 



Vi 
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Anmerkung. FUr b=: 1 hat den oben stehenden Auedmck 
ClauBeu ^) dnrch AuflÖBimg einer Fnnktionalgleichimg, 
Barnns (s. o. 6.) durch Integratioa einer endlichen Dif- 
ferenzengleichnng gefanden. Die hier dorchgefokrte Ab- 
leitnng scheint am natürlichsten ans der independenten 
Bezeichnnng der NfiheningGWHrthe hervorzugehen. In- 
- teressant ist ee aacb, die oben nach Bartholomaei 
angegeben« combinatoriscbe Darstelinng mit derjenif^n 
zu vergleichen, welche Kinkelin dem von uns im Yor- 
stehenden betrachteten Ansdraok gegeben bat ^). Es 
ist nach ihm 

(^Jpm-i^_ a"°-t + (2m— 2)i a^"-' + (2m-3)2 a*"-" + . . . 

{tt) g>m ~ a*" + (2m-l)i a»"-» + {2in— 2)2 a»"-* + . . . 

62) Stern, Theorie der Eettenbrficbe nnd ihre Amrendimg, Berlin 
1834. S. 8. S. 10. 

63) Baltzer, S. 14. 

64) Glansen, die Funktion _!_ j dnrch die Anzahl 

*+ ' + -.-+... 

dar a ausgedrückt, Crelle's JonmaL 3. Band. S. 87. 

65) KinkeÜD. Oeber die AoBziehung von Worzehi aoi Zahlen, Gro- 
nert'i Archiv. 26. Theil. 8. 386. 
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ZnsAtze zu Kapitel 1. 

Zn g. 2. Ea könnte echeinen, als ob die in diesem Paragraph 
aufgestellte Behaaptmig, Ealer's Algorithmus habe sich keinen all- 
gemeineren Eingang verschafft, irrig sei, indem die Enler'scben 
Symbole hSnfig angetroffen werden. Allein ea zeigt sich, dass ent- 
weder dieselben nur zur Ableitung einiger Sätze gebraucht werden, 
deren Beweis Enler selbst bereits gegeben hat, oder dass diese 
Symbole lediglich zur abkürzenden Bezeichnung benutzt werden. 
Das erstre findet man bei dioptrischen Untersuchungen, so in 
der physiologischen Optik von Fick^). Auch bei Qauss treffen 
wir auf die Enler'sche Klammer - Bezeichnung ^O- Es heisst da- 
selbst: „Si quantitates Ä, B, G, D, E etc. ita ab bis a, fi, Yi ^ 
pendent, nt habeatar 

A — a, B = M + 1. C = yB + A, D — de + B, E = eD + C etc. 
brevitatis gratia ita eas deeignamus, 
A — la] » — [tt, ffl, C = [a, ß, r}, D = [«, ß, y, <f] etc.« 
Es ist nun gegeben die unbestimmte Gleichung 1. Grades 
ax = by ± 1, 
man bildet aus ihr durch gewöhnliche Division die Gleichungen 
.a:=ab +c, b^^c+d, cr^yd + e.-.m^^/tn + i 
„Erit itaqne 

a == tn, p, . . . r, ß, o], b = [n, ,» . . . y, fl 
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Tum fiat 

X = [ji . . . r, ß,l y = [p . . . r, fl, a] 
eritqne ax = by + 1, qnando nnmeromm a, ß, y . . , n, mul- 
titado est par, aut ax = by — 1, qnando est impar." Die Worte 
nbreTitatis gratia" charakterisiren aoTs Dentlicbste die AnsiclitoiL 
von OausB Aber diese DarstellnjigaweiBe. 

Ohne, wie es scheint, von Enler's Arbeit Eenntniss za haben, 
lieferte Clansen za zwei im VorEtehenden enthaltenen Sstzen Aber 
die Eettenbrüche die Beweise ^. Es sind die folgenden : hat man 
die EettenbrBche * 



»1 + . 



1 nnd — 



. = ±1 



und 



[a, . . . an ] = [an . . . ai] 
Der Beweis dieses letztren Satzes findet sich bei Enler (s. o. 2) 
kürzer erledigt. 

Za 3- 4. Hindenbarg kommt noch bei einer andren Qe- 
legenheit ^) aaf seine involutorische Darstellnng der EettenbrOche 
zarflck. Tetena ''") hatte nämlich bei Gelegenheit der Independen- 
ten Darstellang der PolynomialcoefBcienten der Gombinatorik den 
Vorwurf gemacht, sie sei, wenn man gewisse analytische Sabstita- 
tionen anwende, vollständig entbehrlich — ein Vorwurf, der frei- 
lich als ziemlich grundlos erscheinen mnss;, wenn man bemerkt, 
dass auch Tetena mit Symbolen operirt, deren Uechanismns weni- 
ger ausgebildet ist, als die von Hindenbnrg in ein festes 
System gebrachten combinatorischen Eegeln. Hindenbarg zeigt 
nun, dasB seine Methode „bei Transformationen, Substitutionen und 
Literpolatsonen" von grSsstem Tortheil sei, er beruft sich auf Gra- 
mer und Bäzout, bei welchen allerdings die combinatoriscben 
Symbole bereits in die ungleich vollkommeneren Determinanten über- 
gehen, and f&hrt dann fort: „Ich berufe mich hier auf Dan. Ber- 
nouilli's Behandlung der Werthe fllr continoirliche Brttche, wo 
man deutlich übersieht, dass, nach Anbringung des von ' ihm soge- 
nannten compendii praestantissimi, die Analysis aus ihren bis dahin 
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beksnnten Mitteln, zu weiterer AbkOmmg, m' ftllgemeino-er Dar- 
atellong, zu deutlicher Vorlegung des Bildungs- und Portgang^e- 
setzea, nichts weiter hinzuzusetzen vermag, und dass man diese Vor- 
theile zusammen und auf einmal erbält, sobald man die hier vor- 
kommenden Combinationscomplesionen inToIutoriecb ordmet und zu- 
sammensetzt. Die Sache verdient noch etwas genauer erwogen 
ma werden. 



Folgendes Schema 






2 4 6 8 10 





2 4 6 9 





2 4 7 10 





2 5 8 10 





2 5 9 


a 


3 6 8 10 


» 


3 6 9 


V 


3 7 10 



das man sehr leidit aus dem An- 



|8 10 



c(Hnbinatoriseb entwickelt, stellt v 
den coutinuirlicben Brüchen 



4 6 8 10 j 

1 4 7 10 l „ c 2 + ^ 

1 5 8 10 ( '*«*«■ *>'8 1* 

5 9 1 
\ ' 

den 5 Werth (t 5) vor." Es wird dann weiter gesagt, dass dieses 
involutorieche Gesetz bereits in Euler's Algorithmus yerborgen 
liege und mit einem Rückblick auf die Geschichte der combinatori- 
schen Analysis heisst es schliesslich: „Auf solche Formen nun sind 
Leibnitz, Jac. Bernoulli, de Moivre, Cramer, Bosbo- 
wich, Bäzout, Castillon und andere, von Zeit zn Zeit ver- 
fallen, und haben die Wirksamkeit ihrer Formeln mit Bewunderung 
gerühmt und anempfohlen." 

Zu %. 5. Eine der Lieblein'scben ähnliche Regel findet sich 
auch angegeben von Weiss '"). Es wird zum Zwecke optischer 
Untersuchungen der Zusammenhang der Eettenbrücbe mit einem 
System trinomischer linearer Gleichnngen nacbgewieaen und dann 
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die mdependente Bildung der NKhemogswerthe eines bo entatandenen 
Eettenbmchea gelehrt. 

66} A. Fick, Die medinnigche Physik, Brannschweig 1858. S. 245. 
07} flanBB, DisqnisitioDes Arithmeticae, Lipeiae 1801. 3. 17. 

68) ClanssD, Demonttntio dnanun celebeniini Oaiuaii ptopoBitionnm, 
Cielle'a Jonnuil, 8. Band. S. 311. 

69) SammluD^ combiiutoriseh'UiBlytiHclier Abhandlnngen, hennsgege- 
ben TOD Carl Fried^h Hindenbnrg, Leipzig 1796. 1. Sammlang. S.276. 

70) Ibid. S. 4. 

Tl) Weiss, Elemente der ana^liBehen Dioptrik, Nfkmberg 1866. %. 1. 



Yerbessernngen. 

S. 8. Z. 8 V. a. ist nach SingnlariB einznacKalten: in eolTendo problemate 

Pelliano. 
S. 21. Z. 9 V. 0. bt nach fractionnni einzDachalten; valoribua. 
S. 32 Z. 9 T. n. statt a 1, a„ . 
8. 61 Q. 62 ist bei s&mmtlichen Exponenten statt (n + 2) nnd (n + 1) lesp. 

(n + 1) und n zu lesen. 
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Kapitel in. 

AnWendting der gewonnenen Resultate auf Analysis, 
Algebra und Physik. 

13. Wiv wollen mmuaebr zauachet versuahen, den Fandamen- 
talsatz der Lehre von dea Kettanbrflchen zu beweisen, den Satz 
nämlich, dass, wenn 



reep. der (n — l)te und i 



) N&berungswerth des Kettenbraches 



as + 



ist, dass alsdann die Relation besteht: 

Pn^n-l ~ Pn-1%= (-1)"-' b.bj 

Bilden wir diese Differenz, so erhalten 



!b, 







Oantber, DatstelloiiK der N&liemngswerthi 
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Wir zerlegen nanmehr die beiden hier yorkommenden Deter- 
minanten vom nten Orade nach den Elementen der nten Horizontal- 
reibe in Ünterdeterminanten, während wir die beiden andren nnge- 
Kndeti lassen ; wir bekommen so die obige Differenz in folgender 



b. 








. . 


&i 


— 1 


. . 








a? 


-1 


. . 


bj 


a. 


— 1 . . 








W 


»3 


. . . 




• 1 


b. 


»a . ■ 














a -1 








. a 


~1 
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»-I 
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n-l 


D-l; 


*! 
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1" 


-1 
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-I . . 





'f" 


«s 


-1 . . 








b, 


»3 ■ ■ 





■0 


ba 


aj . . . 











. a 


— 1 


]•> 





. a 


-1 


1° 





. b 


a 








. b 
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1 












n- 


D-l 



b, 













I"^! 


-1 
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-1 







1^ 
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-1 










bi 


aj 







,0 


ba 


»s 
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^1 
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— 1 1 

1 
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a 











b 


» i 



. b 







Wie man siebt, heben üch die beiden mit ao mnltiplicirten 
Ausdrucke fort, und wir erhalten so 

pD qn-l — pn-l qn = 
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n-J 










n-» 











b K ' 
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b a 


bl 





. 







Kl 


— 1 





. . 





*J 


— 1 . 







ba 


»2 


-I 


. . 
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H ■ 


. . 







»^ 


H 


. . 











& —1 

n-» 











'a-'l ■ 











b a 


io 








. b a 


■ 






a-% a-» 










n-l n-l 



= — bn (pn-l qn-g — pn-» qn-l) 
Denkt man sich also diese ettmmtlicheD Differenzen gebildet 
und in eine Reihe geordnet, bo zeigt Bicb, daea jedes folgende Glied 
dieser Reihe gleich ist dem negativen vorhergehenden, multiplicirt 
mit dem zugehörigen Theilzäbler. N'on ist 

P2 qi — Pi 1ä = — *»l W = (-1)*" b, h-i 
somit gilt allgemein der Sati 



p q 



q := (-1) 



.= ± 1. 



oder, wenn b« r= 1 igt, 

p„ qn-i — \ 

Anmerknng. Man Uberzeogt sich leicht, dasa der hier ge- 
gebne Beweia im Wesentlichen mit dem von Euler 
(e. 0. 2) gegebnen Obereinstinimt. Derselbe bedient sich 
zur Zerlegung seiner Symbole eines Verfahrens, welches 
ganz dem ZerfiLlIen eiBer Determinante in ihre ünter- 
determinanten entspricht und anch so wieder aofs Deut- 
lichste zeigt, dass Enler's Algorithmus seinem eigent- 
lichen Wesen nach eine Bechuung mit Determinanten 
wai-, freilich in einer fllr aUgemeine Unterauchnngeu 
höchst unbequemen Form. 
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14. Verflcliiedne tiitdre wichtige S&tze der Lehre von den Eet- 
tenbrUchen lassen sich mit Bfllfe unarer Bezeichnnng8w«ise uninittel' 



bar in ihrer Richtigkeit Übersehen. 
Determinanten 



Vergleicht man z. B, die beiden 



m, 


~1 


. 


. 


1 


ms 


-1 . 


. 





1 


ms . 


. 





Ö 


. . 


. lm„ 



Pi 


- 1 


. 


. 


1 


P2 


— 1 . 


. 





1 


P3- 


. 


D 





.. 


1 Pn 



mit einander, so sieht man sofort, dass dieselben nnr dann gleich 
sein können, wenn allgemein 

ist, nnter „o" einen durchlaufenden Buchstaben verstanden. Diess 
liefert den Satz: zwei gewöhnliche Eettenbrttche, für die aämmtliche 
Theilzäbler r= 1 sind, können nicht gleich sein, wenn sie nicht iden- 
tisch sind ^^. 

Da man eine Determinante bekanntlich dadurch mit einer Zahl 
multiplicitt , daas man eine beliebige Golonne mit einer Zahl 
multiplioirt, so ergiebt sich auch ohne Weiteres, dass man, nm einen 
Eettenbruch mit einer Zahl x zu msltipliciren, entweder nnr den 
ersten Theilz&hler oder aber den ersten Theilzähler und Theilnenner 
mit I mnltipliciren moss, je nachdem der Kettenbruefa die Form - 



oder die Form 



Uit Leichtigkeit kann man nun anch sehen, was aus einem 
Kettenbruohe wird, von dem ein TheilEKhler dvi Wertfa hat. Es 
sei in dem Eettenbruche 
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"br = 0, so kt, wenn wir nach Form 



+ ...+ - 
f 

. («. 0. 9.) 





-1 


. . 


. . 


b. 


«s 


-1 . . 


. . 





bj 


1>3- • 


. . 



. . . . b a 
setzen, dieser Kettenbrach gleich folgendem Ausdruck 



b, », 

b, 


. 

— 1 . 


... 
. . . 1 
... 






O.b 
. . 


a -Vb. ' 
Vb a . 





. 


■ ■■'.*.! 



b, 








. . . . 





»2 


—1 


. . . . 





bs 


»3 


... 








. 


b a . 








. 


. a . 











. . b a 



aj -1 

b3 aj 



b a . 
o a . 



Nun aber tritt fflr beide Determinant«n der Laplace'sche 
Deterroinantensatz in Kraft '^), ao dass matt) Toraosgegetzt, dasB die 
Determinante 



. Digiizedby Google 



ist, den obigen Bmch foigendennassen schreiben kann 



b, 

»1 + - 



i: 


bj an . 


. . 
. . i 


]o 


. 


. b a 1 



Sollte jedoch die Determinante A de» Werth haben , so 
würde diese Schluesfolgerung nicht mehr angewandt werden dürfen, 

indem man sonst ^^) auf die Form — - gefllhrt wHrde. Auch znr 

Erkenntnias derjenigen Fälle, wo sich dieses Resultat ergeben wflrde, 
leistet unser Verfahren gute Dienste ; hat man t, B. den Ketten- 
bmoh 



», + - -^ 



so ist nunmehr 



-ar at +1 - 1 •> ' _ 

0—1 iii + 1 — aj I ~ ^ 
— a, as I 

In diesem Falle ist die Determinante A =^ '^) ; addirt man 
nämlich sammtliche Glieder ein ijnd d^-selben Horizontalreihe zu- 
sammen, so ist das Resultat 0, die Detwminante ist afmuietriscb, 
und also ist A = 0. 



DigilizedbyGtXlgle 



72) Stern, S. SO. 

73) Ibid. 8. 24 

74) Baltzar. 8. 34. 
Laplftce, Sstoire de Vu 

75) Stern, 8, 26. 
76)Baltier, 8, 17. 



L de Paris, 1774. S. 294. 



15. &} unter einem „redprokra" Eettenbrnch verBteht man 
bekanntlich einen aolohen, bei welchem die gleichweit von Anfang 
Dnd Ende abstehenden Theilnenner einander gleich aind , während 
eammtliobe TheilzShler den Werth 1 haben. Bei jedem derartigen 
Eettenbmche ist 

q'm ± 1 
Pm 

eine ganze Zahl. Diese Ivast sich folgendermassen beweisen. Es sei 
vorgelegt der Eettenbruch 



a -1 
1 b -1 

1 




. 
. 
. 



10 
b — 1 
1c 




1 b 

. 
. 
. 







1 a 



Diese beiden Determinanten sind nun offenbar einander gleich, 
indem die zweite, von nuten rechts nach oben links gelesen, mit der 
erBten vollstKndig übereinstimmt. Es ist demnach 

Pm-i = Um 
and da 

Pm qm— I — p«-i qm ^ i 1 
ist, Bo erhftit man dnroh Sabetitntion 

pm qm-i — qw' = ± 1. 
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Da nun qm-i stets eine ganze Zahl ist. so nv 

i'-±' = ,„_, 

pm 
eine aolclie sein ^). 

b) Eine elegante Anwendung kennen wir von <'. 
Inngswelse machen anf einen Satz von Legendre' 
bedarf nämlich znm Beweise des Satzes, dass das V<' 
KreiBnm&ngeB zum Darchmeaser sich durch keine get 
darstellen lasse, des Hilfeestzes, dass der Kettenbrach 

"^ + ns 4- . . . 
dessen Terme sänimtlich positive oder negative gn 
einer Irrationalzahl gleich sei, voransgesetst 

^ ÜL , -^ <- j 

Es wird desshalb zaeret bewiesen, dass d« 
bruchs stets kleiner sein mOese, als die Einli 
ciellen Falle, wo n, =: pi + 1, n^ =: pj + 
zKhler sSnimtlich negativ sind, kommt er ' 
der Eettenbmcb 

-^' - ^^ - „ 

hat, in's Unendliche fortgesetzt, den 
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Werth der Bifferenz nachzuweieen und tiieranf für irgend eine l 
liebige dieser Differenzen den numerischen Wertlf zu anchen. 
Die Determinante 



i 


—1 


. 


. . 


-pi 


Pi + 1 


—1 . 


. . 





--P2 


p. + l . 


. . 








0.. 


- p/__+l 



hat stets den Werth 1. Denn ist diess der Fall für die Determimtn- 
ten vom (n — 2)tfln und (n — l)ten Grad, so erhalt man 

A =:p + 1 - p = 1 

Nun ist aber 

1 = 1 

I * ~^_^ J=rp, + 1 -PI = 1 
l-pi pi + li 

somit ist die allgemeine Oültigkeit des Satzes bewiesen. 
Betrachten wir uusren Eettenbruch, so ist 



PI 


—1 





. . 


p, 


+ 1 


—1 


. . 





-Pl 


P.+1 


. . 








0. 


-p p+1 


p,+l 


-1 


. 


. . 


-P2 


p,+l 


—1 . 


. . 





-Pl 


pl+1 . 


. . 








0.. 


-p p+1' 



Diese beiden Determinanten sind vollständig identisch mit Aus- 
nahme der ersten Verticalreibe ; zieht man also die obere von der 
unteren ab, so folgt 
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: 1 — 1 

— Pi P2+1 —1 
— P3 Pa+l 



-P P+ll 



wie eich ans dem Vorhergehenden ergiebt. 

c) Um sich zu überzengen, ob ein am einem gewöhnlichen 
Brache entwickelter Ketienbmch der richtige sei, d, h. ob man bei 
der Rechttang keinen Fehler begangen habe, kann man folgender- 
massen verfahren, wie Anton ^) gezeigt hat. Versteht man anter 
C (gewBhnlich sind 11 und 13 die angewandten Zahlen) den Beet, 
welcher bei der Division einer Zahl A durch eine andre Zahl B, den 
Uodul, sich ergiebt, und betrachtet man C als die sogenannte „Prohe- 
zahl", so hat man 

A = mB + C 

Ist der Kettenbruch 



vorgelegt, und ist Z| die Probezahl der gemischten Zahl 



Ba _ bi^ 
Aj »1 + 



b. 



ag + . . • + a + . 

Hubatitniren , welcher dieselbe Probeiahl hat, wie r-l. Auf diese 

A| 

Weise fortgehend ersetzt mau an— s H — -~ durch dessen Probeaüil 

Z2 u. 8. f.; der Bruch — — liefert schliesslich eine Probezahl in, 
Zn-I 

welche bei richtiger Keobnnng derjenigen von ~ gleich sein mnea. 
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Dase aber in der That -r^ und -^ nach dem Modul p die gleiche 
Probezahl haben, läset sieb einfach beveisen. 
Es ist 

-T^ = Z[ (mod. p) 
und es soll bewiesen werden, dass auch 

^ = z, (mod. p) 
Ist diess aber der Fall, so ist auch 

a; " a; - "" 

und es genügt also, die Wahrheit dieser Gleichung nachzuweisen. 
M ist eine vorläufig noch unbestimmte Zahl. 
Da Z| die Probezahl von 

^:, + "^ 

a» 
nach dem Modul p ist, so hat man 

an-i + — = Np + zi 

zi = »D— 1 + — -^ Kp 
an 

Substitnirt man diesen Werth von zi in -r-^, so muas die Dif- 

Aa 



iba aa— 1 
bj aj 



b| 








. . . 






a2 


-1 

»3 


. . 
. . . 
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. ab aa+b — aNp 


^1 
b, 


-1 
a>- 




-1 


. . . 
. . . 
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»3 


. . . 
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. ab aa+b —aNp 
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ein Vielfaches von p sein. Betrachtet man in den beiden Deter- 
minanten deB Subtrahenden wiederum 
a a + b 



ala Hinnenden, 



An Np 



als Subtrahenden, ao kann man jede derselben dorch Subtraktion in 
zwei andere zerlegen. Indem man den Nenner fortl&sst, kann man 
hierauf den Werth obiger Differenz nnmittelbar in folgender Form 







!bi 







,a+b 1 



aj 
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. ab aa+ 


ai 


— 1 





. . 


ba 


au 


— 1 


. . 
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. a__ Nj 



Zwei Glieder dieses Aggregates heben sich, wie man sieht, ge- 
genseitig auf. Da nun ferner bekanntlich jede Determinante, welche 
in einer Zeile bis auf Ein Glied lauter Nullen enthalt, auf eine De- 
termiuEUite vom uBchst niederen Qrade, muttiplicirt mit jenem Oliede, 
eich redncirt, so nimmt die Differenz folgende Gestalt an 
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0..ab aa+b 
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aa 
b. 


0..b a 
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0..ab aa+b 








. .b a 

n-en-l 
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1» 


—1 ... 
aj -1 ... 
bs a, . . . 




b, 
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— l 
aa - 
b, 


... 
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aj. . . 




. . b a 










0..ab aa+b 





iBt äi). 



, deutsch i 



1 We: 



77) Serret, Haadbach der höberen Algebra 
heim, Leipzig 1868. L Sand, 8. 25. 

78) Legendre, fllämente de gäom^trie, Fam 1828. S. 294. 

79) Bftltzer, Elemente der Uathenutik, Leipzig 1865. L Band, S. 76. 

80) Anton, Sie Elferpraben und die Proben ittr die Moduln Neon, 
Dreizehn and Hnnderteina, Grnnett'B Archir, XLIV. Ibeil, 3. 294. 

81) Baltzer, Detennintuiten, S. 9. 

16. Wir wollen nnnmehr dazn flbergehen, die Verwendbarkeit 
der Determinanten in der wichtigen Lehre von der Transformation 
der Eettenbrücfae zu nntersnchen, und zwar beschäftigen wir ans im 
Folgenden damit, den Kettenhmch 
1 



— 




PI 
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+ 


X 




Pa 






1 


+ 


1 + . 
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auf eine andre I'orm zu bringen. Zunächst schaffen wir die jeden 
TheiJz&hler bildenden Brüche dadurch weg, daes wir je zwei aufein- 
anderfolgende Theilzähler und den zwischen ihnen liegenden TheÜ- 
nenner mit x multipliciren ; unser Kettenbrucb geht biedurch in den 
folgenden über 



Pt 



V2 






Mit der weitren Umformung dieses Kettenbmches werden wir 
66 nunmehr im Folgenden zu thon haben. 

Der Kenner unseres Kettenbruchee ist nun gleich folgender 
DeterminaAte 2nten Qrades 



PI 



—1 
1 



.... p 1 

Wir vertauschen jetzt die dritte Horizontalreihe mit der zwei- 
ten, hierauf die fünfte mit der nunmehrigen Dritten, und fahren in 
dieser Weise fort, bis in sämmtlichen n ersten Horizontalreihen der 
Term x vorkommt. Da jede solche Vertanschung ^^) einen Zeicben- 
wechsel.der Determinant« mit sich bringt, so geht unsre Determi- 
nante in die folgende über 
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Hierauf nelimen wir eine ganz entsprechende Verachiebuag vor 
mit den Vertikalreihen, bis schliesslich nach (n — 1) Vertausehungon 
die n ersteQ Vertikaiieihen x enthalten. Die obige Determinante 
wird hiednrch abermals multiplicirt mit (—1)"*'; es tritt deunach 
vor dieselbe der Faktor 

(- 1)*<"-^' =: + 1. 

Wir erhalten so, wenn wir, wie mehrmals , ana der Bezeich- 
nong A bedienen. 
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Addirt man jetzt zur ersten Horizontal reihe die (n + l)te, 



ebenso zur zweiten die (n + 2)te und allj 
so erb Sit man 

i+p, —10 



II zur rten di« (n + r)te, 



10 
10 
10 
10 
1 

Wir Yollziehen mit diesem Ansdmcke nnn wieder die nSm- 
liche Operation, nur mit dem unterschiede, dass wir die Vertikal- 
reihen statt der Horizontalreihen nehmen und die erste Reihe nicht 
berücksichtigen; so ergiebt sich 
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x+P, 



1 



1 I 



> . . p 1 ; 

um diese Determinante in eine Eettenbmota - Determinant« zn 
verwandeln, multiplicireu wir jetet allgemein die (u + r)t:e Horlion- 
talreibe mit 

PH-1 
wobei jedoch r steta ^ 1 genommen werden mnss. Fohren wir 
diese Operation am, ho haben wir dadurch A mit dem Ausdrucke 

Pa P( Pe • • • P»"-» 
multiplicirt, und mttssen demnach mit dem Reciproken dieses Aus- 
druckes nochmals multiplioiren ; es folgt alsdann 
|x+P, 



Pl -1 

l+p,+pj 


-1 ,,, .... c 





»+P*+Pb —1 Pi . . . . C 





J+P.+P7-1 . . . . C 





10 
10 



I O..PP-O0OO1 

sn-s M-i 

In dieser Determinante subtrahiren wir resp, von der rten Ho- 
rizontalreihe die (n + r)te, r steta > 1 angenommen, und bekom- 
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i+Pi -10 

-piPi x+Pa+p3 — 1 

— PjPi j:+P4+Pb —1 

- pjPs i+pg+pj- 



Nunmehr multipliciren wir resp. die (n + r)te Vertikal reibe] 



x+pi —1 0.0 

~PlP; X + p|, + p3 —1 

— P3P4 X + PJ+P5 —1 

— P6P6 X+Pe + P7 - 



PiPa 
p.jpi 



.0 p- p 



Indem man Bcliliesslich die (n + r)te Vertikalreihe von der 
rten abzieht, ergiebt sich 



Gfinthei, BaTsteUang: der Nähernngswerthe. 
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»+pl 


—1 


0.00. 





-PiPs 




s+Pz+Ps 

— P3P* ' 



-1 0.00. 
+P*+P5 —1 . . 
-PfiPe I+P6 + P7 -1 . . . . 














. -p p X +p +p . 













pip. . 

p3Pi . 












. ■ . p 


-J^Sn- 



Him aber können wir wieder den Determinanteneatz von La- 
place anwenden (s. o. 14) und nnsre Determinante lässt sich fol- 
gen dermassen als Produkt darstellen; es ist 



-piPS I + P2+P3 —1 

— PaPi »+P*+Pb 



PaPi ■ 
PsPb . 



r 







.'..-,! 



Der zweite Faktor dieses Produktes reducirt sich nun, wie 

man sofort sieht ^), auf das Diagonalglied; dieses hebt sich g^en 
den vor dem Produkt stehenden Bruch; und es ist also 

x+p, —1 . . . I 

-PiPi x+Pa+P3 — 1 . . . I 

^papi i+pi+Pö ... , 



A = 











P x+P+P 
Indem wir mit dem Zähler ebenso verfohren, wie hier mit 
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dem Nenimer, erhalten wir den Satz, daes die beiden Ketten- 
brOcbe 



1 + . 



und 



X+Pl — -^ T — PäP« 



" '^ X + psn+pin-h 

einander gleich sind, ein Satz, welchen, wie es scheint, zuerst Hei- 
ler mann ^) aaf indnktorischem Wege gefdnden hat. 

82) Baltzer, 8. 8. 

83) Ibid.«. 11. 

84) HeilermaDn, ZaBMnmenhang iuit«r den Coefficienten zwder 
' gleicher Eettenbrüehe von Terachiedener Form, Sehlömilcb's, ZeitBchr. fBr 

Math. n. Thy. 6. Jahrg. 3. 3SS. 

17. Diridirt man die Fonktios 

X — 2cosgx + 1 
durch den triuomischen Aosdmck 

z^ — ax + ß 
welchen jene Funktion stets als Faktor haben mnsa, so ergiebt sich 
folgende Reihe 

tn-t ln~S In-« 

X + AjX + A,T + . . . + A X + A 

Zur Bestimmung der hier auftretenden CoefBcienten kann man **) 
nachstehende Relationen benutzen 

A, = « 

Aj = aA| — ß 



Digilzedby Google 



A = oA —ßA 

A = «A —/SA — 2gcoa« 

inacb dem Obigen zufolge, An-i gieicb folgender 

o — 1 . . 
ff „ -1 . . 
J -ß a . . 

. . — i 



(1 a - 

Ü -ß 



-2g dos a 



was stets möglich Ist, 
0-1 . . . 







0=:-2, 
«I 



le beiden Determinanten sofort addiren, nnd es 
I ß -1 ... 



-1 



„=! -/j 



|— 2geostt Q . . ß a 

len beliebigen Coüfficienten Ar der obigen Keifae 
man nur ans dem ngliedrigen Kettenbrncbe 
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den rten NKberuDgsneniier zu entnehmen. 

86) Arndt, üntennohoDgen über die Theoreme von Cotes und 
Hoivre. Grnnert's Archiv, XL TheU. B. 192. 

18. Im Folgenden soll gezeigt werden, wie verinitteht einiger 
von Nägelsbach ^ entwickelten Formeln auf hüchst einfache 
Weise das bekannte System hergeleitet werden kann, durch welches 
die Sinns der vielfachen Winkel recurrirend an einander geknüpft 

Versteht man nnter 



(«I . 



. «.) 



BO ergiebt sich die Relation 



(-l)(a,n,) = 



Ol a, 



-(oi+B2) 1 
1 -(oi+o,) 
1 -(o, 



Ho.) . . . 



, 1 -(Oi+Oi) 
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wo der Index selbBtTerst&ndlich nur die Stelle bezeichnen soll. 
Setzt man 

«1 = COS91 + i giaqp 

«2 = cosy — i sin^) 
so geht Tmsre Gleichung in die folgende Über 

-2cosy 1 1 ... ] 

1 — Scosy 1 ... 

!iB&±l>? = (_l)r 1 -2C08V ... 



Eine entsprechende Dett 
ergibt sich für 



. ,. 1 - 2eosy 
te vom nächst niederen Orade 



Wir erheben dieselbe dadurch aaf den (r + l)ten Grad , dasa 
wir ihr in der VerlUngerong dea Diagonalgliedes eine I beifHgen 
und die neue Determinante mit Nullen rändern ; durch Division er- 
giebt sich alsdann 




. 1 — 2 cos y 

Den rechts stehenden Quotienten kOnnen wir sofort als Ketten- 
brnch schreiben; wir erhalten bo 



coaqp 



Eb ist nun bekannt und oben (a. 0. 8) bereits benutat wor- 
den, dass sich in einem System linearer trinomischer Gleichungen das 
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Verhältaniss je zweier auf einander folgender Unbekannter als ein ans 
den Constanten der Oleichnnj^n gebildeter Eettenbnich angeben 
lILsst; natürlich lllast sich dieser Satz umkehren, bo dasa ans dem 
Eettenbmche 



sofort auf die Existenz der Gleichungen 

Pin — q|Ui + U2 = 
p-^ni — qjuj + U3 = 
Ps^a — ^313 + «4 =: 



gceohioseen werden kann. Wenden wir diese anf den ans vorliegen- 
den Fall an, so zeigt sich, dass der obeustehende Kettenbrach nur 
ans folgendem Systeme hervorgegangen sein kann 



siny — 2cos9> si 
Bin29i — 2COB91 Gl 



a2yi + sin 3^ =: 
3(p + sin4y ^ 
491 + sin 59» = 



Diese Kette von Belationen wird also hier mit Einem I 
gewonnen. 

Wir wollen noch karz den Eettenbrtich anf die geschlossne 
Form zorUckfllhren. Nach der Clansen'schen Formel (s. o. 12) 
haben wir, da 

— a ^3: 2coB^, b rr — 1 



2 cosy — ... — ZZ~2 



cos 91 



(— cosy +VeosV — l)*" — (— cosy — Vcoa^y — l)r 

{— coegi + \/ooB^(/> — !)■'+•— (—cosy-V^cos^y— !)''+' 
Setzt man hier 

■yoos-y — 1 ^ i sin y 
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und wendet den Moi vre'scben Lehrsatz an, go erhält man. rechts 
dus Gleichheitszeichens folgenden Ausdruck 

— eosry + isinrT) + cosrqo + isinr^i 

^^^ÖB(r+l)y + iB^Cr+l)?) + cos(r+T)~y"+"iä»yr+l)^^ 

und dieser ist wiederum identisch mit 

sinr 9!> 

8in(r + l)f 

86) Nfigelsbach, Ueber eine Classe symmetrischer Fnaktiooen, 
Zweibräcken 1871. S. 25. 

19. Wir haben oben den von Legendre aufgefundenen Ketr 

tenbruch betrachtet, welcher stets den Werth 1 hat ; das NSraliche 
ist der Fall bei dem Kettenbraeh 

x + _^ b, 

1-b, + I_b^ + . . . 

dessen Nähernngsbrtlche ganze Zahlen sind. Denn der (n + l)te 
Nenner dieses Kettenbruches ist gleich der Determinante 







b 1- b I 



und dass dieselbe stets den Werth 1 hat, zeigt sich sofort durch 
Zerlegung in Unterdeterminanton. Wir stellen ans nun die Anfgabe, 
jede beliebige ganze Zahl in einen Kettenbmch von gegebner Stellen- 
zahl zn verwandeln, und betrachten zu diesem Zwecke den (n+l)ten 

Näherungs-Ziihler 



l— b, 



-1 



und suchen demselben eine andre Form eu geben, 
uns die Determinante 
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bi 











1 


b? 











1 


h ■ 











1 














1 



welche ersichtlich za einer gewiesen Klasse von Dei^rminanten ge- 
bort, von welcher wir l)ereits hei Betrachtung <ter aufsteigenden 
Kett«nbrUche (s. o. 11) einen Spezialfall bemerkt haben. Wir trans- 
formiren diese Determinante dadurch, dass wir stets von einer Zeile 
die nächst über ihr stehende abziehen; sie geht dadurch in folgende 
aber 




Diesa ist aber offenbar diejenige Determinante, von welcher 
wir ausgegangen sind. 

Zerlegen wir die Determinante Md in Unt«rdeterniinanten , so 
erhalten wir sofort 



+ (-1) fcjbj ■ ■ ■ b„. 



und hieraus weiter 
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ba 1-V, . . . | = Mr=l— b| +b,b..- +... ±b,bj. ..b 

. . bl-b| 

je nachdem n gsrade oder ungerade ist. 

Handelt ee sich also damni, eine ganze Zahl C in einen melied* 
rigen Kettenbmch za verwandeln, so hat man folgraide anbestimmte 
Glelcbnng ao&nlSBeB : 

C = 1 — b, + b,bi — + . . . ± b,bz . . . b„-, 
Es seä E. B. C = 115, m =r 5; alsdann hat man 

115 r= 1 — bi + hihi — b.babj 4 bibibabi 
Die Zahl 114 bat die Theiler 1, 2, 3, 6, 19, 38, 57, 114; 
einer dieser Zahlen mnss also b[ gleich sein. Es sei z. B. bg ^ 6, 
alsdann bat man für bj die Wahl unter den Zahlen 1, 2, 4, 5, 
10, 20. Es aei bj ^ 5; dann kann bj eine der Zahlen 1 oder 3 
eeia ; setzt man es = 3, so mnss scbliesslich bj = 2 sein, und man 
erhält 



115 = ^^ 



-5 + : 



Man sieht, dass es dnrch einfache Abzahlung sehr leicht mög- 
lich ist, die Anzahl der mgliedrigen EettflnbrQche za bestimmen, 
welche einer gegebnen ganzen Zahl gleich sind. 

Anmerkung. Die hier gegebnen Formeln begreifen die von 
S t e r n *^ gegebenen als spezielle Fälle nnter sich. Die 
Identität 

n — m + m 
liefert den Kettenbracb 

mn 

"*- m — n + 



mn 



Ebenso erhält man, da 



. = m— 1 + '^ 
m 
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87) Stern, 8. 205. 

20. Die beiden Kettenbriicbe ' 



*' + - - 



aj + . 



haben gleicbe Nenner *^). Denn die Nenner werden resp. durch die 
folgenden beiden Determinanten dargestellt 











Nun Eiebt man, das9 in der ersten Determinante sämmtlicbe 
Zeilen je einer Colonne der zweiten gleich eind ; dass derartige De- 
terminanten einander gleich sein müssen, scheint zwar einerseits na- 
türlich; jedoch dürfte es andrerseits einer von Becker ^'*) gemach- 
ten Bemerkung znfolge als ansgemacht anzusehen sein, dass die 
bisherigen Beweise dieses Satzes manches zu wünschen übrig lassen. 
Nun hat allerdings Becker einen einwarfsfreien Beweis des ^g- 
licben Satzes geliefert; derselbe möchte jedoch zn com plicirt sein für 
eine so einfache Sache, und es sich daher verlohnen, einen kürzeren 
zu geben. 
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Es Bei nachgewiesen, dass für zwei DeWminanten (n — l)ten 
Grades Zeilen und Colonnen vertauscht weiden dürfen ; betrachtet 
man alsdann die beiden Determinanten nt«n Grades 



nnd zerlegt die erste nach den Elementen der ersten Colonne, die 
zweite na«h den Elementen der ersten Zeile in Unterdeterminanten, 
so erhält man als allgemeines Glied der Zerlegung das erstemal 



(-1) 



a^a 833 . . . a 

ai3 a^a . . . a 

ai3 az3 . . . a 

a a . . . a 



^.1 



Diese beiden Determinanten (n — l)ten Grades sind nun aber, 
wie vorausgesetzt ward, einander gleich, und da offenbar 

j »11 ^12 I __ I »11 »21 I 

I a^i a22 I i an a^a I 

ist, so ist die allgemeine Gültigkeit nnsres Satzes bewiesen und hier- 
aus ergiebt sich auch die Gleichheit der oben betrachteten beiden 
Nenner, 

Hat man die beiden Eetteobrttcbe 
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so findet die Gleichheit der Nenner nur dann statt, wenn sämmt- 
liche Theilzähler b einander gleich sind. Denn wir haben aledann 
die beiden Determinanten 
-1 . . . 
^-l . . . 
bj as . . . 



b a 



b, a, 



In der ersten Determinante kommt b[, in der zweiten bn nicht 
vor; es kann also Qleichbeit nur dann bestehen, wenn 

bi = ba = . . . = bn = A 
iat. Insbesondre ist diess der Fall, wenn A = 1 ist; es haben also 
die beiden Eettenbrache 



1 

ai + - 



1 



aB+ . 



»^ + ■ • ■ + ^ 
gleiche Nenner. 

Anmerkung. Der grosse Natzen, welchen die concise Dar- 
stellung der Näherungswerthe vermittelat Determinan- 
ten gewährt, zeigt sich sehr augenfällig, wenn man den 
für den obigen Satz hier gegebnen unmittelbar in die 
Augen springenden Beweis mit den weitlAofigen Bewei- 
sen von Schwarz^ä) und Grunert**) Tergleieht. Aach 
ergiebt sich hieraus, das unser Verfahren das oben ge- 
forderte Kennzeichen vollständiger Independenz (b. o. 5) , 
an sich tragt, indem jede Determinante, sowohl von oben 
wie von unten gelesen, den gleichen Werth ergiebt. 
Einfach ist auch Enler's Beweis (a. o. 2): 
(&], a3 . . . an ) = (aa . . ■ a2, aj). 
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Diese Relation giebt uns ein einfaches Mittel znm Beweise des 
Satzes an die Hand, aufweichen Simon (s.o.) seine schitne Theorie 
der periodischen Eettenbrilche gegrttndet bat. Es ist ^*) 






.^•(- 
.^^)-.(- 






Denn schreibt man sfimmtliche hier vorkommende Kettenbraohe 
wieder als Quotienten zweier Determinanten, so erhält man 



1 ... 
aj — i . . . 

ba 83 ... 




'1 ... 
as -1 . . . 
io bi a, . . . 


. . b a 1 


. . b a 


ai — 1 ... 
ba a. -1 ... 
ba aa . . . 




aa - 1 ... 
bj as -V . . . 
bi a, . . . 


. . b a 




. . b a 



. . bj ai jO . . bj 
Nun hebt sich offenbar stets ein Zfihler gegen den rechts neben 
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ihm stehenden Kenner aiif, und die Gleicbong reducii-t sich anF die 

nachstehende 




Dass aber diese Gleichung eine identische ist, haben i 
reits gesehen. 

87) Simon, TTeber periodisclie KettenhrQclie , Qrnnert'a AtcbiT, 
XXXU. TheÜ, S. 451. 

88) Becker, Schlömiloh'B Zeitschrift, üeher eiuen Pimdamentalsatz 
. der Determinantentheorie. 16. Theil, S, 526. 

86) Schwarz, Elemente der Zahlontheorie. Halle 1855. 8. 48. 

90) ßraneit, tTeber die Oronflfonaelii der Dioptiik und Eatoptrik, 
Archiv, n. Theil, S. 164. 

91) SimoD, S. 460. 

21. Da bekanntlich der CoefScient jedes Termes einer Detef 
minante dadnrch gefanden werden kann, daas man dieselbe partiell 
nach jenem Tenne differentürt, so erhält man 



dB, , , dB, 

1 -s — + Ol 

oan 



qn = an :t^ + bo t-^— 
oan oaji-i 

unter R] nnd R^ die bezüglichen Determinanten verstanden. Es ist 
auf diese Weise überhaupt leicht, die Differentiatqnotienten von 
Kettänbrfichen anzugeben, sofern nnr alle Elemente des Systems yon 
■ einander unabhängig sind. Da es jedoch von Interesse ist, auch 
Eettenbmche yon der durch Gauss' *^) nnd Heine's *3) Unter- 
sachungen bekannt gewordenen Form 



di^ 



ga^ 
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differentiiren za kSniien, so miiSB hier ein anderer Weg eingescKlagen 
werden. 

Der nte Nähernngawerth dieses Eettenbrnches ist 



1 







-Cix 1 -1 . 

— C2X 1 . 



1 —1 

-ßol 



m den Differentialqnotienten dieses Ausdruckes za finden, 
1 wir uns nachBtehenden Satzes von Jacobi**). Sind die 
e der Determinante 



und derselben Variablen x abhängig, 
\Sä[^ dx ' db, dx ' * 



SR dpi 



öK dp)\ 
«Jp, d^j 



3 wird nun vortheUhaft sein, unsre obigen Determinanten so 
dem, dass statt 

e,x, ßä^ ■ • • e _« 

eslich X selbst darin vorkommt, indem alsdann der totale 
tialqnotieot 



dl . 
dx ' 



; 1 



rd. Diess hat keine Schwierigkeit, indem man nur entspre- 
Zeilen in beiden Determinanten resp. mit 

—Öl. -ßa . . . — e—i 
liren braucht, — eine Operation, welche, da sie im Zahler 
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Nenner gleichmassig Torgenommen wird , keine Aenderang des 
rth«a jnj Folge b&t. Wir bekommen so den Näbernngswerth in 
^«'- Fora, 



*Jo»-licl»« *"™ *" ^'S*" Determinanten, mit Angnabme der Vertn- 

'Wi- <iQ^ *ß'bsi, lediglich constonte Glieder vorkommen, so erhalten 

^^^a. de», -^vendang nnseres oben aofgestellten Satzes', indem wir 

I ^^oer differentiiren, folgende Relation 



fl 



O . . I - 

Cn- 

■*■*»« der NBhwnngswerthe. 



c.s.,=ji,Ci(X)g[C 



Kntsprechenä Usst sich natflrlich auch das Differential des 
Zählers angeben: 



Stellen \ 
in der Form 



: nun , der Rinfacbheit halber, Zähler und Nenner 



dar und bezeichnen eine nach dem Element a^^ dieser t 
niinanten genommene Unterdetermimuite durch 
/— und -p- 



' <J.v,^ 



__lqn_/ _ ' ^ - " ' 

äs qn ^ 

Die dem Summenzeichen beigesohrietme Relation giebt zu er- 
kennen, dass die Snmmation Über alle diejenigen a,^ sich zu er- 

streclten hat, für welche die Gleichung 
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i _ 3 = k - 2 

im oder was da£selbe ist, 

i — 2 = k — 1 
besteht. Maa siebt nHmlich, dass diese Relation der Bedingnng ent- 
spricht fUr die links der Diagonal reihe stehende, ihr parallele, Serie 
von Elementen, welche eben in den ursprunglichen Determinanten 
die Variablen enthalten. 

Anmerkung. Der Nenner q* würde sich natürlich vermit- 
telst des Multiplicatioussatzes als Eine Determinante dar- 
stellen lassen; überhaupt giebt uns jenes Theorem ein 
Mittel an die Hand, jede Potenz eines beliebigen Ketten- 
bruches zu berechnen. In dem speciellen Falle jedoch, 
wo ein nter Näherungsbrnch auf die (n — l)te Potenj: 
erhoben werden soll, iBsst sich dieselbe noch kürzer da- 
durch finden, dass man ^^) die adjungirten Determinanten 
bildet. Die vierte Potenz des Kettenbraches 



■a3 + 



ist z. B. gleich folgendem Ausdruck 
aaaaaj-fajb^+a^bi 

aga^bi+aibi 

— aib, 



b,b3 a,b,b3 


b.bsb. 


aza^bi 


a^bib. 


-a^b, 


aaaäbi+biba 


a^bzbs 


Wbabi 


a.aiba 


a,M4 


a,a2a4+a4ba 


aiasb,+bib4 


- (aia,+ba) 


aiazas+aaba+aibg 



aaSga^+aäbi+a^ba a3a,bi+b2b4 
— (ajavfW) a,a3ai+a|bi 
a« — aia4 



92) Gauss, Comm. boc. Gotting. rec. T. U. 1812. 

88) Heine, üeber eine gewiaae Reihe von allgememer Form, Grelle's 
Jonmal, 34. TheiL S. 394. 

94) Schell, Theorie der Bewegung und der Kräfte, Leipzig 1S70. 
S. 2S1. 

96) Baltzer, 8. 49. 

22. Es ist bekannt, dass jede Quadratwurzel sich auf doppelte 
Art in einen Kettenbrnch entwickeln lOsst. Lagrange ^^) hat die 
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eine dieser Metlioden nntersacht nnd die bezflglichen Sät^e be- 
wiesen, während die zweite aich in ihren An^gen, wie Wöpcke 
gezeigt faftt, bereits anf die arabischen Mathematiker ^^) znrflckfQbren 
Iftast. Es gelang jedoch Lagrange nicht, die Art der Periodicität 
vollständig feetznatellen. Wir wiesen nunmehr, dass dieselbe eine 
reciproke iet, diess Wort in. dem oben (s. o. 15) festgesetzten Sinne 
genommen, jedoch mit dem Beisätze, dass anf die jenem Gesetze un- 
terliegenden Glieder noch ein weiteres folgt, gleich dem doppelten 
der in dem Worzelansdmcke enthaltenen QnadratzahL Dieser Satz, 
welcher meist nnr nnroUkommen dnrch Induktion nachgewiesen zn 
werden pflegt, Ifiast sich folgendermassen leicht beweisen, indem wir 
einen von Müller^) ansgesprochnen Gedanken weiter ' verfolgen. 

Dass der Kettenbmch Überhaupt ein periodischer sein masa, 
geht unmittelbar ans der Sache selbst hervor, indem x nnr dann 
durch eine quadratische Gleichung bestimmt sein kann, wenn man hat 

» = "1+^4. J- ' 

Wir setzen also 



1 = VA* + m = Ä + — .1 1 1 

Der nte NUhernngswerth dieses Ketteubmches ist nun fbl- 



Pn s pn-l -f pn -? 

qn ~ Bq„-i + qn-s 
Setzen wir hier fUr a den Werth q + z, so erhalten wir offenbar x 
selbst; es ist also 

X _ (B + X) pn-, + pn-, 
(B + X) qn-1 + qn-t 
Hieraas ergiebt sich die quadratische Gleichung 



■(• 



Der rechts stehende Ausdruck ist nun eine ganze Zahl, dess- 
balb musa auch 
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eine solche sein, was aber nor mOglich kt, wenn 



wird. Diess kann binwiedemm nnr dann geschehen, wenn, dos A 
anf die linke Seite gebracht, die Relation stattfindet 



• 


— 1 


. 


. 


11 







. . 


' 


b 


— 1 . 


. . 





e 


— 1 


. . 





1 


c 


. 


= 


l 




. . 


■ 







' . 


I 


'« 







• l ■! 



Es ist dann also 



VA' + m - 



""^ B + VA^-m— A 
and es bleibt uns nur nocb die Bestimmung des Terms s flbrig. 
Wir kennen nnsre Gleichang offenbar ancb so schreiben: 



(VA" + m — A)" + a(VA' + m — A) : 
tmd erhalten durch Ansrechnnng 



i + 2A'' — 2AVA» + m + sVA« + i 



■ Ab 






Damit diese Gleichnng stets eine identische sei, mnss ersichtlich 
8 = 2A 

qn-i 
sein. Hierans ergiebt sich auch noch folgende Relation 
mqn-i — 2Aqn-j =: pn-s 
Eg wttrde, am die charakteristiBohe Periodicit&t zu erweisen, 
offenbar genflgen, diese Relation festgestellt za haben. 

Za dieser Relation kßnnen wir nnn auch leicht gelangen, wenn 
wir die bewnsste Form des Eettenbmches a priori annehmen ond 
synthetisch Terfohren. Es sei 



VA> - 



m — A = 



^^h. 



■^Ul 






VA'+m+A 

Wendet man die Bezeichnnng durch Determinanten an nnd 
zerlegt in ünterdetenninant«n, Bo erldUt man 
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Führt man die Multiplication aas und berOckeicUigi die Qleich- 
beit der beiden reciproken Detomtinanten, so erhält man 
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. . 1 b] 

Diese Gleichung ist nnn aber, wie man sofort siebt, identiecb 
mit der nachetefa enden 

mqn-i — 2Aqü-* = pp-s 
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und es ist damit die Realität unsrer hypothetisch angenommenen 
Form dargethan. 

96) Lagrange, Sur U reaolution des probl^es indätemtio^s du se- 
cond degr^, Histoire de racademie m; ale des sciences et belies lettres, Serim 
1769. S. 215. 

97) WQpcbe, Rechetches snr l'hiatoire des sciences matli^atiqnes 
chezles orientani d'apr^ des trut^ inedits arabes et peraaas, Paris 1856. S. 56. 

98) R. Möller, Ueber einige die periodischen Eettenbrüche betieffende 
Sätze. Grnnerfs Archiv, VI. Theil, 8. 151. 

24. Wir wollen uns im Folgenden noch weiter mit den pe- 
riodischen Eettenbrficben beschäftigen nn(l einige Sätze entwickeln, 
welche nns gestatten, einen nfaph periodischen Kettenbruch in bequemer 
Weise durch die vorhergehenden Perioden auszudrücken, so dass wir 
schliesslich zu einer independenten Darstellung gelangen, ohne zu der 
uuTotlkommenen Darstellung durch Determinanten aus Determinanten 
greifen zu müssen. Es wird hiebet natürlich nicht die specielle Form 
derjenigen Kettenbrüche zu Grunde gelegt, welche man durch Entwick- 
lung einer Quadratwurzel enthält, sondern ganz allgemein die Form 



a. + . 



■ ■ -i- ■ 



Betrachten wir den (m . n)ten Näherungs-Nenner dieses Ket- 
tenbmches, wo m also den Grad der Periode anzeigt, so ist der- 
selbe gleich der Determinante 



D,=;,lz...,C(Xlg[c 



wenn wir der Einfachheit halber, blos das Diagonalglied an- 
schreiben. 

Wir zerlegen nun diese Determinante, von unten anfangend, 
in ünterdeterminiuiten , so zwar, daes echliessUch die sämmtitchen 
letzten m Glieder als Faktoren anftreten; wir erbalten so 



t (a (a . . . (aj (a. 



de der ra hier anftretonden Determinanten, mit Ausnahme 
ersten, bereits auf die einfachste Form gebrachten, tösst 
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sich nnn' wieder auf ähnliche Weise behandeln , bis schliesslich ein ' 
Aggregat von Aosdrttcken erhalten wird, welche resp. mit den De- 
terminanten 



als Faktoren behaftet sind. Betrachten wir diese Ausdrucke nKher, 
so zeigt sich, dass die Glieder des ersten Polynoms identisch sind 
mit den Gliedern der Determinante 



nnd ebenso die Glieder des zweiten Polynoms identisch mit den^ 
der Determinant« 



so dasB man also erhalt 
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q = q q + p qi 

(D) (1) (n-1) (1) (n-l) 

mbar kann man dieselbe Entwickelung ancb für den Zähler 
'en, so dass man anf folgende Relation geleitet wird : 

p = q p + p pi 

(n) (I) (n-l) (1) (n-l) 

idirt man diese Gleichung dnreh die über ihr stehende und 

=: ycn), so ist 



P(.-I) + P PiCn-l) 
q,.-i, + EliJ q^n-l, 



= P( "~t) + 7(1) Pl(n- 

q(ü-i) + 7(1) qnn- 



r haben zur Ableitnng vorstehender Formel die Zerlegung 
•minanten von unten begonnen und sind nach oben fortge- 
. es ist klar, daas uns eine entsprechende Zerlegung, die 
nach unten fortschreitet, eine ähnliche Belation liefern 

r erhalten so 
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q = ai(a3(a:i . . . a (a 



Durch eine der beim vorigen Satze angewandten ganz analoge 
Zerlegung ftlhrt man wiedemm diese Determinanten sämmtlich zu- 
rück auf die beiden folgenden 
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Die Zerlegung des Zahlen geht ebenso vor eich ; die beiden 
Determinanten, anf welche sich derselbe znrückftlfarea Usst, sind 



Diese Determinanten aisd auch hier mit Faktoren behaftet, i 
welche sich wiederum die Determinanten 



fUr den Nenner, hing^en die Determinanten 
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fOr den Zäbler ergeben. Behalten wir also die eingeführten Be- 
zeichnangen bei, so bekommen wir 





^ 






aj 
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+ 




Vi) 




Bm 






am 




ja. 






aa 




! . 


'.« 


+ 


■ V.. 




am 






am 





und hierans wiederam, indem wir im Z&bler nnd Nenner mit q<n-i) 
dividiren 



aii> I 

Wir sind so anf einen Satz gekommen, welchen Catalan ^) 
bereitB im Jahre 1845 der societd philomatiqne zu Paris ohne Be- 
weis flbergeben hat, nnd welcher, wie ea scheint, auch bis jetzt 
nooh nicht bewiesen wurde. Catalan formnlirt denselben fol- 
gendermassen : »Si t'on repräaente par ym) la valeor que l'on ob- 
tient quand on Limite la fraction continue anx n premiäres periodes, 
on a gänäralement 

. — Py'-'i + N 

P,y,„_l) + Ni 



7W ■ 



N 



P, 



ätant la r^nite öqaiTalente & y^i), et ^ la redtüte pr^cädente." 



Indem wir fernerhin von Catalan's Bezeichnangsweise Qe- 
branch machen werden, wollen wir an diese Formel die independente 
Bestimmung des y,D) dnrch den Term n und die QrOesen 

ai, ag . . . am 
anknüpfen. Wir geben zu diesem Ende jid) die Form 
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P PPin — 1) + KP, _ P /, SP,— N iP \ 

p, " pp.jB-,, + H,p p, (.' + PP,r(,,-.i + K,pJ 

Seiten wir hier für y(n-i) seinen Werth 



Pjl.-jL+_N 
Pub-« + N, 



^' p,(n,p + PP. /^■-'-+ «-) 

und indem wir auf die nämliche Weise foi-tfafaren, 



— ? S Pi-N. P 



NP, — N|P 



" P. N,P,+PP7 + PP. ^^ -'- NP,— N,P 

Bezeiclineik wir einen Kett^nbmch von der Form 

^ b 

a +... + — 
a(n) 

allgemein darch 

[b, al 

so ist in ansrem Falle 

jw = f; + pp; [("=■■ - ".P) PPj, NiP. + PPi] 

Jedem solchen Kettenbruche können wir nnn aber, wie wir 
frUher sahen (b. o. 12), noch eine andre Form geben ; thun wir diess, 
so erhalten wir 



wobei dann noch 



/n,P,+PP, ^ y (N,P.+PP ,)-^.Hp,_M.py 
_/N^+PP,_|/äp,+PP,)'^,„__ ^S 

^N.Pj+PP, ^J/Sa+PPO. +SP, -N.pJ* 
-^N^tPP,_|/^i.P,+PW + NP,-N,p)'^' 
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1 a 



KU setzen ist. Hiemit ist nnsre Äafgabe gelöst. 
99) GrnnerfB Archiv, VI. Theil. 8. 223, 

25. Wir haben bis jetzt von unerer Darstelinngs weise der 
Näherungswerthe aussehlieBslich auf endliche Kettenbrilche Anwen- 
dungen gemacht, und in der That Ist diese Beschränkung uor 
KU sehr in der Natur der Sache begründet, indem unendliche Deter- 
minanten sich noch weit mehr der Untersuchung zu entziehen Schei- 
nen, als unendliche Kettenbrüche. Nur in einem apeciellen Falle 
dürfte die Betrachtung unendlicher Determinanten zu einem brauch-, 
baren Resultate geführt zu haben, nämlich bei der Discussion der- 
jenigen Ausdrücke, durch welche Fürstenau ^'^) resp. die kleinst« 
und grösste Wurzel einer beliebigen algebraischen Gleichung darge- 
stellt hat. Für diese Ausdrücke hat SchrSder ""), von einem 
ganz andren Standpunkte aus, eine Grundlage der Betrachtung ge- 
schaffen, auf welche gestützt wir den Zusammenhang solcher Deter- 
minanten mit gewissen Kettenbrllchen nachzuweisen im Stande sein 
■ werden. 

Schröder geht bei seinen Untersnchnngen von der geometri- 
schen Betrachtung ans, dass, wenn fg irgend eine Funktion des com- 
plexen Argumentes 

z — I + iy 
ist, d. h., wenn zu jedem durch die Coordinaten x und y bestimm- 
ten Punkte der Zahlenebene ein andrer 



eKistirt, eine Zahl 2 
Eigenschaft 



fs =: u 4- IT 
= U| + iV] gefunden werden soll, von der 
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Ea werden nun verschiedene ÄnedrOcke hergeleitet, welche 
eine bestimmte Warzel darstellen ; dieselben sind zwar im Ällge- 
meinen nicht durch die gewöhnlichen Operationen auszndrücken, wohl 
aber in speciellen ^llen. Ein solcher symbolischer Ausdruck ist 
der folgende 

B (z) 

^« = uJhT 

B (z) 

ans welchen eine grSaare Anzahl bekannter Formeln durch Speciali- 
sirung abgeleitet werden kann. Gs wird nun gezeigt, daas, wenn der 
Wurzelwerth Zj dem Coordinatenanfangspunkte nKher liegt, als irgend 
ein andrer der Gleichung 

f. = 
genügender Punkt, dass alsdann die Relation besteht 
lim P, = z,*" 
M ^:: 00 
Setzen wir h = 1, so ergiebt sich die kleinste Wurzel der 
Oleichong 

W 
B (8) 

und diesfl ist die Formel Fürsten au's. 

Es hat derselbe nBmlich folgendes System Ton Gleichungen 
aufgestellt, dei-en jede aus der nSchstvorhergehenden durch Multi- 
plication mit x erhalten wird, 

ax + ax + a I + . ■ . ajx' + a,x + ao = 

B+i n 

— aox = ax + a X + . . . 

I1+» n-l 

— aox2 = ax +ax+... 



Betrachtet man in diesen Gleichungen die Potonaen von x als 
Unbekannte, so sind sie sämmtlich in Bezug auf diese linear, und 
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man kann also das gewSlinliclie Eliminationsverfahren anwenden: es 
folgt so die Unbekannte x gleich dem Qnotienten folgender beiden 
unendlichen Determinanten 

1 ... 
.... ^ 




Zur wirklichen Berechnnng einer Wuriel mnsa man die beiden 
Determinanten irgendwo abbrechen. Je nachdem nnn hiebe! die De- 
terminanten des Z&hlers einen nm 1 höheren oder niedrigeren Orad hat, 
als die.dGs Nenners, erhält man resp. den absolut kleinsten und grilssten 
reellen Wurstelwerth. Die Convergenz des Determinanten-Qnotienten 
ist, dem Obigen zufolge, sicher gestellt. Die GrundzUge dieses Ver- 
fahrens finden sich bereits bei einigen älteren Combinatorikern, sowie 
auch in Fonrier's »Analyse des ^({uations determin^es." 
Haben wir z. B. die quadratische Gleichung 
X* — 2aix ^ ag 
so sind deren beide Wurzeln 

ii = ai + Vai ' + Of, 
i2 = ai — V»!^ + ao 
ünsrem Verfahren entsprechend erhalten wir 



-2a, 



2«, 



ODnther, Darstollnng der Naheningswertho. 
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Maltipliciren wir liier im Zähler wie im Nenner jede Vertikal- 
reihe mit { — l), so erbait«n wir 



a.i 


-1 . 







ao 


2., -1 . 
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«0 2«, . 










. 


• «0 


'\, 







So 2ai 



lurch QleichäetzuDg der beiden für X] gefundenen Werthe er- 
ich alsdann die bekannte oben erwSbnte (s. o. 23) Ketten- 
itwicklnng einer Quadratwurzel; es ist 



Vai^ + So = a, + 


^ a„ 




Ibenso ergiebt sich die kleinste Wurzel 
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2a, —1 


. . . 






»0 2a, —1 
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•<, 2ai 
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• • " ^r„ 


= S + S. 




2ai -1 
a„ 2a, -1 


. . . 
. . . 




a„ 2a, 
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. .M 2a, 

(n) 




!t ao = , so hat man 


-'. 1 




1/ 1 




I/V 


+ ^='1 + . 







" 2ai + . 
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nnd wenn man je zwei aufeinanderfolgende Zähler und den zwischen 
ihnen liegenden Nenner mit — multiplioirt, 



1/^ 



2am + — -t — 
2a 



Diess ist der von Strehlke ^"^ gefundene Kettenbruch. 

YermitteM der hier benutzten Principien sind wir nnnmehr 
anch in den Stand gesetzt, eine Frage einfach zu entscheiden, welche 
za mehrfachen Discusaionen Anlass gegeben hat und von SchlS- 
milch "^3) auf analf tiBchem , von Weyr "•*) auf geometrischem 
Wege gelöst wnrde. Ea bandelt sich nämlich darum, für welche 
Werthe von a| die Kettenhmchentwickelung 



Vai' — ao =: ai — 



2a, - 



2a, 



Gültigkeit habe. Offenbar kSnnen wir diese Formel sofort ans nns- 
rer Betrachtung ableiten, indem wir nur von der Gleichung 

x^ ~ 2a,i + ao = 
ausgehen. Wir sahen nun, dass der mit diesem Kettenbmcb iden- 
tische Determinanten-Quotient nur reelle Wurzeln liefern kann; die 
Entwickelang bleibt also richtig, so lange 



reell, d. h. so lange 



ist. 



100) Ffirstenan, Darstellnng der reellen Wurzeln algebraischer OM- 
chnngen durch Determinanten der CoEfflcienten, Marburg 1860. 

101) E. Sehröder, lieber miHndlich viele Algorithmen zur AnflÖBnng 
von Qleichnngen, Math. Annalen, 2. Band. 8. 347. 

102) Strehlke, Brief an Grunert. Archiv, XXX. Theil. S. 275. 

103) SchlSmilcb, Ueber die Eettenbrnchentwickelongen farQoadrat- 
wDTzeln, Zeitschrift, 17. Jahrgang. S. 70. 

104) B. Weyr, Erweitenmg der OBltigkeit der Entwickelang einer 
Qoadratwnizel in einem Eettenbmch, Prager Ber. Jahrg. 1869. 8. 18. 
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26. AüB der liier charakterisirten Methode von Fürsten au 
läset sich auch leicht eine Daratellnng der Warzeln cnbischer Qlei- 
durch Ketten brUche ableiten, und da, wie wir oben sahen, 
Natur der Wurzeln ga,r nicht« weiter voransgesetzt wird, 
üe sftmmtlich reell sind , so eignet sich diese Uethode be- 
or Behandlung des irreduciblen Falles. 
l dieser Fall durch slgebraiache Operationen gelöst werden, 
iiees natürlich nicht dui'ch eine endliche Anzahl derselben 
i, da ja die eigentliche LCsung auf transcendente Fnnktio- 
;. Han hat bis jetzt zweierlei solche algebraische LGsungs- 
, eine ältere von Jacob Bernoulli ^'^) und eine neuere 
nsen"*). Die erste verlangt ein in's Unendliche fortge- 
irzelausziehung — hierhin wttrde auch die Darstellung einer 
er Gleichung 

i3 — ax = b 
1 Ausdruck 

I = V{b + a V(b + a V'{b + ■ • ■ 
— das Verfahren Clausen's führt auf KettenbrBche. Der 
-te Wnrzelwerth ISsst sich bei diesem in der Form 
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gesetzt. Es lässt sich , wie man meht, die Wurzel independent mit 
'"'*'"■ •-■jliebigen Genauigkeit angeben ; jedoch müssen auch hier die 

Lus/iehungen als ein Uebelatand bezeichnet werden. Es soll 

.ufgabe sein, die kleinste der drei reellen Wurzeln der allge- 

Gleichnng 

l' + &2'*^ + a,X + 3(1 = ()■ 

1 von allen Irrationalitäten fi-eien Kettenbruch zu entwickeln. 

7ir bekommen nach Fttrstenau sofort 




iren wir die zweite Golonne von der dritten, nachdem wir 
ire mit a^ multiplieirt haben, so erhalten wir 
ae 




raus ergiebt sich, indem 



nunmehr die vierte Colonne 
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mnltipliciren nnd von ihr alsdani 



»0 a[B2— fto 



i dritte abzIeheD, 




»■^»2*— »i)-(a]ai-ao) 1 

fti(ai3-ai)— aoaj a^ 

SoCaz^— ai) ai 



»1 ^i' — »1 

ao »laj— ao aaCag*— a|)-{aia.j-ao) 

aoaa ai(aa'— »,)-auaa 

ao(a2>-a,) 



Eine analo{^ Behandlung der 5ten Colonne, welche, mit 
a^Caj"— a,) — (aiaj— a,,) 
multiplicirt, von der vierten subtrahirt wird, liefert 
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Wie der Augenschein lehrt, lerf&ltt jeder Theil-Z^ler in zwei 
ungleiche Faktoren ; man orhäU nun den grosseren Faktor jedes 
NShärnngszAhlers, wenn man den grösseren Faktor des vorhergehen- 
den mit aj mnltiplicirt nnd hievon den vorhergehenden Theil-Nenner 
abzieht ; der kleinre Faktor hingegen ist ersichtlich gleich dem mit 
»0 mnltipticirten grSsseren Faktor des zweit- vorhergehenden Theii- 
ZablerB, davon den kleineren Faktor des anmittelbar vorhergehenden 
snbtrabirt. Hat man also den Eettenbmch 



ai — . . . *^ - — ™pPp 

" ' " Mp 






so ist dem oben Gesagten zufolge, der (p + 1) te Theilzähler gleich 

Ca2np — Mp) (aoniwi — mp_i) 
und ebenso findet sich der (p + IJte Theünenner gleich 
ajUp"! — nip 
Auf diese Weise ist es also mSglich, die geenchte Wnrz^l mit 
jeder beliebigen Genauigkeit direkt in den CoefScienten der Gleichung 
au^edrückt za erhalten. Das zweite Glied der Oleichnng muse hier 
vorhanden sein, indem man sonst auf den nnbrauchbaren Werth 



geführt werden wUrde. Ist sonach die Gleichung 

vorgelegt, so ist es n&thig, derselben erst durch eine lineare 8ub- 
stitution ein zweites Glied zu geben. 

Änmerkang. Der oben ans den übereinstimmenden ersten 
Nähern ngswerthen geführte Nachweis der Identität bei- 
der nnendlichcr Ausdrücke kann selbstverständlich keinen 
Anspruch auf Strenge machen. Es würde sich zwar der 
genaue Induktionsbeweis unschwer erbringen lassen; es 
ist diess aber nicht geschehen, weil es zu weit {Uhren 
würde. Eine diesen Gegenstand in seiner ganzen Allge- 
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meitiheit erledigende Note wird in den „Asnalen" < 



106) Jacob Bernonlli, opem, Qeahn 1744. Tom. U. S. 536. 
106) Grosert, Nene ÄnflSsniiK des irredaciblen Falles bei den cnbi- 
Bchen GleichnngeB durch die Eettenbrflche, Ärchir, IL Tbeil. S. 416. 

27. Es soll nnnmehr auch gezeigt werden, wie sinh die De- 
terminanten mit Nutzen bei gewissen Problemen der mathematischen 
Physik verwenden lassen, wo man bis jetzt, wie besonders in der 
Optik, auf die Algorithmen von Gnler nnd UObias (s. o. 2 nnd 7) 
angewiesen war. Ganz neuerdings hat Casorati "^, gestützt auf 
die in der Torrede erwähnte Arbeit von Thiele, die Dmsetznng 
dieser Algorithmen in Kettenbmch-Determinanten dorchgefQhrt, sich 
dabei jedoch aof ein System von 4 Linsen beschrfinkt und nnr an- 
hangsweise die aligemeine Formel gegeben. Es soll hier von unsrer 
Bezeichnungsweise ein ausgedehnter Gebrauch gemacht werden. 

Sind hj, h; . . . hn die Abstände der Linsen - Mittelpunkte 
8i> ?2 • ■ • S» die Reciprokeu der Brennweiten dieser Linsen, und 
ai, a^ . . - an, b|, b^ . . . bn resp. die Abstände von Objekt nnd 
Bild von den verschiednen als unendlich dUnn betrachteten Linsen, 
so besteben nach MSbius (s. o. 7) fegende Systeme von Glei- 
chungen 

bi + as = h| 

ha + ag ^ ha , 



bn-l + an — hn— 1 



an ba 

Hierans folgt nacbstehender Kettenbmeh 
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Zerlegt man hier, von rechts nnten beginnend, in Uaterdeter- 
minanten, so bestimmt sich 



H 


g, 1 . . . 
1 h| . . . 

0.. gn-i 1 
. . 1 hn-i 


- 


h, 1 . . , . 
lg,... 

. . g.-, 1 
. . 1 h._, 




»1 


g, 1 . . . 
^ h, . . . 0. 

0.. h,-, 1 
. . 1 g„ 




hi 1 . . . 
1 g! ■ . . 

0.. h,_, 1 
. . 1 g. 





i diese vier Determinanten 
a^ dae 



FUr jedes Linsensystem werden : 
ein fOr allemal berechnet, and es ist dann leicht, zu jedem 
zngehSrige bn zn finden. 

Wir hatten bisher ein centrirtes System angenommen; diese 
Voraussetzung wollen wir nnnmehr lallen lassen. Die Coordinaten 
des Uentmms der (m + l)ten brechenden FlSche seien Jm, flm, t", 
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iAS BrecbmtgSTei^aliDUs beim Uebergange aas dem pU 
(p + l)teii Mittel sei 



Wir setzen Toraiu, dose n« den Werth 1 habe. Ftlhi 
scblieeslicb noch eine Reibe von AbkUrzongen dadnrcb ein, i 



-- _ t„ — _ tg . . . 

"i nj 

setzen, unter r|, r; . . . rn resp. die Eiünimnngsradien der 
nen Linsen veistanden, so best^t nacli Neesen '"^ fOr die 
dinate des Bildes folgende Relation. Es ist 

ni . . . Hm-l (t|, Uj . . . Um) Im + n, ... Um (t,, Oj . , 

in+i n, . . . nM_i(n,, t( . , . n») im + ni . . . ni«(a|,ti.. 

wo Xm die AWisse des bei der vorb ergehenden Brecbong en 
den Bildes ist. Hebt man hier im Z&bler und Nenner mit 



} sieht man, dass man ancb schreiben kann 
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Sowohl im Zähler, als auch im Nenner, stimmen die Determi- 
nanten bis aaf die letzte Yertikalreihe Qberein; man kann sie alBo 
anrnmiren and hat dann 
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and es findet eich, was anscheinend noch nicht bemerkt wurde, 



, = t- 1 



Oni-i 



~ Om Xm + Um 



Hier haben wir somit die eine Coordinate des durch die letzte 
Brechung entstehenden Bildes ausgedruckt durch die entsprechende 
Coordiuate des durch die vorhergehende Brechung entstehendes Bil- 
des, sowie durch eine Beihe fQr das nämliche Linsensystem und das 
nämliche Objekt constanter GrOsaen. BerHcksichtJgt man nun, dass 
ebenso 

_ 1 , 
Xm= — 1 1 



Im— lXm--l+nin~i 



ist nnd schreibt man 
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!lf! 

Durch nnaosgesetzte Anwendung diesee Sabstitntionsverfahrens 
erhält man bo Bcfaliesslich Xm+i ansgedrflckt dnrch einen Eettenbmch, 
welcher, abgesehen von den Constanten des Systems, a nnd t, nnr 
noch die OrSsse X|- enthalt. Wir kommen so zu dem interessanten 
Sats, dass die eine Coordinate des Bitdpunktee nur von der entspre^ 
chenden Coordinate des Objektpnnktee abhBng^ ist. Der KQ- 
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bins'sche Kettenbrach ist als ein Specialfall des hier eaiwi ekelten 
zQ betrachten. 

107) C&saiftti, Le proprieta cardinali degli atramoati ottici suche 
non centrati (alla spoaa), Milano 1872. S. 78. 

108) Neeeen, üeber die Abbildang Ton lenclitenden Objebtea in ei- 
nem nicht centrirten LinBeiiBystem, Bonn 1871. S. 18. 

28. Einen andren Dienst leisten uns die EettenbrDche und 
deren independente Daratellang in der Blektricitatslehre. Ist eine 
elektriscbe Masse Q "^) in der Entfemnng s_ TOm Centmm einer 
Engel vom Radios B vorhanden (welch' letztre jedoch dnrch einen 
Draht mit dem Brdboden in leitende Verbindung gebracht sein 
muss), ao erzeugt sich anf letztrer dnrch Influenz (Induktion) eine 
Quantität 

_ QE 

8 

Die Wirkung ist alsdann gerade so, als ob in dem „elektri- 
schen Bildpnnkt," dessen Distanz von dem Centmm der zweiten 
Kugel 

ist, die Quantität Q concentrirt wfire. Denken wir ans diesen Akt 
der gegenseitigen Klektricitätsmittheilung umal wiederholt und ist 
qa die nte indncirte Quantität, ^n die Distanz des zugehörigen Bild- 
pnnktes vom Hittelpunkt der betreffenden Kugel, so bestehen fol- 
gende Kelationen^ Q ^ 1, E ^ 1 gesetzt, 



und hieraus 

Co = 
_ 1 



qiH-i — — — Oö+i ^ 

8 — ßn B— Jn 



,. = —-, ,„ = - 
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Die Aufgabe ist nun, den reeiproken Werth von qi, in eine 
nach geraden Potenzen von s fortlaufende Reihe zu entwiclceln; in 
etwas complicirter Waise ist diess bereits von Wand ' '") ge- 
schehen. 

Wir erhalten aus dem Obigen direkt 
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0..1 
Lss diese symmetrische Determinante sieb nach absteigenden 
i des Diagonalgliedes in eine Reibe entwickeln lasse, leuchtet 
>rt ein. Die Entwiokelung ergiebt 

- = ..-(n-l)..-, + '°-^>,'°-*' .■-'-... 



merknng. Wir hätten diese Reihe auch sofort erbalten 
kSnnen, wenn wir die Clausen'sche Formel (a. o. 12) 
angewandt, die in ihr vorkommenden Quadratwurzeln 
nach dem binomischen Lehrsätze anfgellist und entspre- 
chende Glieder zosammengefasst hätten. Strehlke 
hat diesa für den nten Naherongs- Nenner des Eetten- 



gethan ^") ; er findet denselben gleich 
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woraus fUr negative TheilzatJer der obige Werth her- 
vorgeht. 

109) Wand, Die PrindpieD der mathematischen Physik und die Po- 
tentialtheorie, Leipzig 1871. 8. 159. 

110) Ibid. 8. 181. 

111) Btrehlke, üeber die nten Nüherungawerthe der periodischen 
Kettenbrnohe 



1 

«+ X 



und — ,1 , 



Grnnert'8 Archiv, XLU, Theil. 8. 341. 



Wir haben im Vorstehenden zn zeigen versucht, dasa die ein- 
zige Darstellung der N&herangswerthe von Eettenbrüchen , welche 
aUen Anfordemngen entspricht, diejenige vermittelst Determinanten 
sei, und dass diese Darstellungsweise anch bei verschiednen Gelegen- 
heiten, welche die Anwendung der Rett«ubrüche erfordern, sich 
hSchst nützlich erweise. Es darf sogar gesagt werden, dass in der 
Lehre von den Determinanten der Schlüssel fllr die Behandlung der 
KettenbrUche enthalten ist, nnd gewiss wird jeder Satz, um welchen 
sich die erstre Disciplin bereichert, auch für die Aasbildnng der 
Theorie der letztren förderlich gemacht- werden kSnnen. 



Günther, D&rstellnng der Nähenuigswertbe. , 9 
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Zusätze zü Kapitel L und IL 

Za g. 6. Als dieser Parftgrttpli zu Anfang des Jahres 1872 
niedergeschrieben ward, konnte man nicht voraussehen, äasa jenes 
Jahr fUr diese Lehre einen so reichen Beitrag liefern werde. Es ist 
hier zunächst hinzuweisen auf die bereita (a. o. 24) oitirte Schrift 
von Casorati, in welcher sich eine Anwendung der Determinanten 
auf dioptrisebe Probleme durchgeftlfart findet. 

Indessen beruht der betreffende Abachnitt im Wesentlichen auf 
der einfachen TJmgeEtaltung der bekannten Euler'schen Algorithmen 
in Eettenbruch-Determinanten, ebne fllr die Theorie der letztren we- 
sentlich Neues zu liefern, während sich sonst aus dieser Abhandlung 
mancher beaehtenswerthe Satz ergeben dürfte. 

Ferner ist zu erwähnen, dass Hattendorf "*) Kettenbruch- 
determinanten angefUlivt hat, mehr freilich in der Absicht, die Ver- 
wendung der Determinanten durch ein interessantes Beispiel zu illu- 
atriren. „Bezeichnet man die Determinante 
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mit Qin ■ - ■ Darin erkennt man aber die Recnrsionsformeln, nach 
welchen die Zähler und Nenner der Näherungawerthe des Ketten- 
bruches 



berechnet werden." 
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Tor Allem wichtig hingegen ist eine kürzlich erechienene Ar- 
beit O. Baner's"^), intern dieeelbe eich nicht darauf beschränkt, 
die independente Darstellung der Naherung«werthe einfach zu zeigen, 
sondern höchst wichtige Anwendungen davon macht. Barch eine Reihe 
eleganter DetermiuEiuten-Tranafonnatioiiea wird der Lehrsatz bewie- 
sen, dasB das Produkt der beiden EettenbrUche 
, ■ 1* 



-1)= 



3» 



2Ca -iy + . 



stets den Werth a^ hat, woraus eich alsdann eine Wallis'sche For- 
mel leicht ableiten iKsst. 

Schliesslich ist zu bemerken, daes auch Sylvester*) sich 
der Kettenbmchdetemmianten bedient hat. 

Zu g. 8, Die im Anfang dieses Paragraphen stehende Angabe, 
ÄasB Soheibner zuerst die Ableitung der EettenbrUche ans trino- 
mischen Gleichungen gegeben habe, bemht auf einem Irrthum**). 
Den ersten speziellen Fall, wie auch den allgemeineren bat bereits 
L. Euler in zwei diesem Gegenstand gewidmeten Aufsätzen be- 
handelt 1"). 

Noch vor Scheibner hat auch G. Bauer auf dieselbe auf- 
merksam gemacht ^'^). 
Es wird dort 

e" = Aoio + AiX| + Aaxa + • . . 
gesetzt, und man fragt nach der Bedeutung von Ao. Man findet 

und hieraus An von der Form 



*) Persdnliche Mitthellang tob tlrn. Professor Di. Sti 
•*) Persönliche Uittheiinng von Hm. Professor Dr. G. 
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„wo Pn nnd Q» PolTiiome Ton — Bind. Um das Gesetz, nach wel- 
chem dieüelben gebildet sind, zu finden, snbstitnire man für 

Ad-J-i , An , An_i 
ihre AnsdrOcke in die It«lation, welcher sie genClgen, nnd bemerke, 

dass die Col=fficienten you 



in der so erhaltenen Gleichung einzeln gleich Nall sein mOssen, eo 
ergeben eich folgende Relationen, von n =r 1 an 

P.+, _ p^, _ 2i±I p. = 

Q.+. - Q.-. - ?!±i Q. = 

ans welchen man ersieht, dass Pa nnd Qu der Zähler nnd Nenner 
des nten lifäherniigsbnicbes sind. 

' n An mit wachsendem n gegen Nnll 
1 des vollständigen Kettenbmchs 

6~ 

die in Frage stehende Ableitung be- 
legt ist. 

38 Satzes, welcher die üeberftthmng 
les in einen absteigenden ermöglicht, 

den SchlnsG von n auf (n + 1) ge- 
iss wünschenswerth ist, alle Indnk- 
Wissenschaft zn verbannen, so möge 
Eugen Schäften der Determinanten ge- 
iverden. Es handelt sich also dämm, 



' a4 — 1 

> »5 

Der Einfachheit halber betrachten 
dl, indem die Ansdehnnng anf diesen 
leiten hat. 
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Maltiplicirt man die 4. Zeile mit b^, die 5. mit b^ 
erstre von letztrer ab, so erhSlt man 

b, -1 

bg aj — 1 

ba aj — 1 

bibs 



^iW 



ajbö — b^ 
— a4b6 afibj+bs 
Dividirt man die 4. Zeile naiunehr mit b^, mnltiplicirt die 3. 

und 4. resp. mit bi nnd b3 nnd Bnbtrabirt wiederum die erstre von 

der letztren, so folgt 



A = 



1 



h% 











bjb4 







a3b4 -h, 

— ajb^ ajba+bi —1 
I — ajbe asbi+bo 

Die dritte Zeile lässt sich nnn dnrcb bj dividiren; die näm- 
liche Operation, wie oben, indem als Faktorea fUr die 3. und 2. Zeile 
resp. b3 imd bj auftreten, liefert 







bi — 1 









bjb, aab3 -ba 




^ b^b,% 


—aabs agbi+bj —1 




- a,jbi a,b3+bi —1 






-aiba aftbi+bi. 




Dividiren wir nun die 2. Zeile ntit bs, so ist nnsre obige De- 


terminante in die mit dem Faktor 


bTbab"; 


behaftete Kettenbrachdeterminante 




bi — 1 






bg ag — 1 




A' = 


- a.bs aabs+bj -1 
— agbi a^ba+b, —1 
— ajbß aftbi+ba 
aabi+ba —10 




1 


— aebs ajba+bj —1 
— ajb, aibj+b, —1 




~ b|b2bjb4 






— aibß ajbi+b^ 




übergegangen. 
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Zu %. 12. ^mmtliche Beweise des ClansenVchen Tbeoremes 
erscheinen etwas gekünstelt, so auch der in diesem Paragraphen vor- 
getragne. Es dQrfle sich desshalb der nan folgende empfehlen, wel- 
cher bei einer ganz anderen Dntersachnng sich von selbst ergab. 

Bezeichnet man mit si die Summe der tten Potenzen der Wur- 
zeln der Gleichung 

OqX." + a,!"-' + . . . + an-ix + aq = 
so erhftlt man <^^ das bekannte NewtoD-Qirard'scbe System re- 
currirender Gleichungen 

aj + aoB| = 
2*2 + aiB) + iitft = 



ta + a s, + . 
( t-i 

und hieraus folgt dann 



I a, ao . . 

paa ai ao . . 

I_y|3a3 aj ai ao . . 

' ao/|4ai aj a; a, '. . 



I t 1— i t-» 1— s 
Wendet man diess auf die quadratische Gleichung 
x' + ai = h 
an, deren Wurzeln resp. 



I man den Quotienten 
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I • — 1 . 
2b a — 1 . 






. . . 
. . . 



Nun ist, wie wir eatien, wenn wir reap. mit qk nnd pk Nenner 
and Zilfaler dea Itten Nftliernngswerthes des Eettenbruches 
b 



bezeichnen, 


^.^-.... 




1u = 


a — 1 ... 
b a —1 ... 
b a . . . 


\-rK=.' 


a -1 ... 
b a —1 ... 
b a . . . 


Zerleg 
setzen 


.. b a 
en wir jetzt diebeid 


en obigen Detennit 

2b = b + b 
n, 10 folgt 


. . b a 
anten, dadnrch, daes wir 


(^ 


^-1/f-r 


' qt-i + bqt_s 


(- 


hKr-^Fd-Kf^r "'""- 


ist, so 
und fl 


Da, dem Obigen za. 

bqt 
ergiebt eich dnrch 

Bt 

enn man ans dieser 


folge, 

= aqt-i + bqt- 
-s = qt-i — aqt 
Einsetzung der bei 

= 2qt-i_— _aq 
aqt-i + 2bq 

Gleichnng das V 


raffenden Werthe 
— » 

-» 
M-haltnias 
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beBtimmt, 8t— i 

qi-t ^ 

V-> a + 2b ^' 

Ht 

tmd, wenn man für — wieder seinen Werth subetitnirt, 



qt-a — 
qt-: 



+ ..((i.f|l..)"(|-l/r+f) 

Indem man sowohl im Zähler, wie im Xenner resp. 

heraussetzt und entsprechend zosammenfasst, fliesst hieraas als 
Scblnssformel 

Hiernach ist auch oben (S. 51) vor dem Brnchatrich noch der 
Faktor b hinzuzufilgen. 

112) Hattendorf, Sinleitang in die Lehre von den Detenninanten, 
Haunover 1872. 8. 20. 

113) Q. Bauer, Von einem Eettenbmche Enler's und einem Satze 
von Wallis, München 1872. 

lU) Bnler, Comment. Äcad. Petrop. 1739. 

Id. Acta Acad. Scient, imper. Petrop. 1779. 

115) G. Bauer, lieber die CoSfflcienten der Koihen von Engelfunktio- 
nen einer Variablen, Cr eile's Jonrnal, 56. Theil S. 4. 

116) Fiedler, Die Elemente der neneien Geometrie nnd der Algebra 
der binären Formen, Leipdg 1862. 8. 44. 

Za §. 21 sei noch bemerkt, dass fitr die partiellen Differential- 
qaotienten desshalb griechische d angewandt wurden, weil das hiefür 
gewöhnlich gehranchte Zeichen sich in der Druckerei nicht vorfand. 
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Berlehtignngen. 



+ i - — ,-r 



8. 63 Z. 16 V. u. statt o 1. c. 

8. 91 Z. 16 T. o. statt vierte 1. dritte. 

S. 110 Z. 4 V. o. statt kleinst« 1. grösste. 

8. 113 Z. 11 V. 0. statt pp 1. np. 

S. 120 Z. 11 V. u. 1. s" und s""^ 

S. 127 Z. 10 T. u. statt *-i 1. »■ 
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